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Volumen V. Namero 1

«La ciencia debe contar con el lenguaje
matematico»

Aprovechamos la celebracién de la XII reunién de la Conferencia de Decanos y
Dzirectores de Matemdticas, que tendrd lugar del 27 al 29 de octubre en la Universidad
de Almeria, para entrevistar a su presidente, Rafael Crespo, y recabar sus impresiones
sobre algunos aspectos relacionados con las Matemaéticas en nuestro pais.

Rafael Crespo, profesor de la Universitat de Valéncia, fue elegido presidente de la
Conferencia de Decanos de Matemaéticas en la anterior reunién celebrada en Badajoz en
octubre de 2009.

Rafael Crespo
(Articulo completo en la pagina 2)

Concurso de problemas Resumen

entre dos jugadores que participan en
un partido de fabtol, en este caso, la
final del la Copa del Mundo celebrada
en Sudéfrica entre Espaiia y Holanda.

Entre las soluciones recibidas, el
jurado ha decidido otorgar el premio
al alumno del IES Aguadulce Facun-
do Urbinati.

Invitamos al alumnado de Secun-
daria y Bachillerato a participar en

Actividad Matematica p. 2

Ensefianza Secundaria p. 6

Concurso de problemas p. 10

Andrés Iniesta tras marcar el gol de la
victoria en la final de la Copa del Mundo

En el concurso de problemas del
namero anterior del Boletin se plan-
teaban un par de cuestiones relacio-
nadas con la posicién y la distancia

nuestro concurso de problemas (pagi-
na 10). Un interesante premio esta es-
perando para el ganador o ganadora
del mismo.

Divulgaciéon Matematica p. 11

Editorial

Comenzamos este curso académico con el quinto volumen de nuestro Bole-
tin. El balance de los primeros cuatro aios de andadura de la revista no puede
ser mas positivo. El nivel de participacién, el compromiso con la actividad, el
namero de contribuciones y la calidad de las mismas nos hace sentirnos llenos
de satisfaccién.

A todo ello se une el reconocimiento de la Universidad de Almeria a la
revista, ya que en la edicién de 2011 ha concedido al Boletin de la Titulacion
de Matemdticas de la UAL el Premio a la Ezcelencia Docente (se puede
ver la noticia completa en la pagina 4).

Desde esta editorial queremos agradecer profundamente el trabajo y la
implicacién de todas las personas que hacen posible que esta aventura salga
adelante. Sin la aportacién desinteresada del numeroso equipo que participa en
la elaboracién del mismo hubiera sido imposible la realizacién de este proyecto.

Ahora, con la publicacién de este niimero, iniciamos el curso académico
2011-2012. Os animamos a seguir participando en el Boletin con vuestras ex-
periencias e inquietudes.
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ENTREVISTA

Rafael Crespo Garcia

Presidente de la Conferencia de Decanos de Matematicas

Juan José Moreno Balcdzar
Fernando Reche Lorite
Universidad de Almeria

Rafael Crespo

Los proximos dias 27, 28 y 29 de
octubre se va a celebrar la XII Con-
ferencia de Decanos y Dairectores
de Matemadticas en la Universidad de
Almeria. Aprovechamos la ocasién pa-
ra entrevistar a su presidente, D. Ra-
fael Crespo Garcia, profesor de la Uni-
versitat de Valéncia.

El ntmero de estudiantes que
cursan los estudios de Matema-
ticas ha aumentado significativa-
mente estos dltimos anos, ;jcree
que es una cuestiéon coyuntural o
estamos ante un cambio real de
tendencia?

Es una tendencia que se aprecia en
mayor o menor medida, segin la uni-
versidad, desde el ICM de 2006 y que
se debe a un mejor conocimiento de
las salidas profesionales, de la poliva-
lencia de los matemaéticos y a la recu-
peracién de alumnado con muy buen
expediente que se dirigia antes a otras
carreras como las ingenierias. Basta
ver el aumento en las notas medias de
acceso que se aprecian en algunos de
nuestros grados. Ganamos en calidad
del alumno medio que ingresa en ellos.

La verificacion de los titulos que
actualmente se imparten ha de
cumplir unos determinados indi-
ces (indice de abandono, de éxi-
to, de eficiencia,...) ;Cual es su

opinidén al respecto? ;Y qué efec-
to, si lo hay, ejerce sobre la labor
docente del profesorado?

Una de las novedades en la elabo-
racién de los grados es garantizar su
eficiencia en cuanto al gasto que, co-
mo usa dinero publico, no debe malro-
tarlo.

«Hoy la ciencia debe contar con el
lenguaje matemdtico como una
herramienta que hay que conocer
con una cierta profundidady

Si nos mantenemos en los indices
de abandono y de eficiencia de las li-
cenciaturas estaremos mostrando que
nuestros grados no responden en sus
contenidos a lo que la sociedad pre-
cisa y evitaremos que alumnos voca-
cionales y con buenas notas puedan
desarrollar, con las Matemaéticas, pro-
puestas profesionales tan variadas co-
mo las que se le proponen a nuestros
egresados, la mayoria ajenas a la in-
vestigacién y la docencia.

Con respecto a la segunda cues-
tion, es cierto que ese cambio afecta
a la labor docente de un profesorado
acostumbrado a otro esquema y con
una edad media muy alta. Para conse-
guir la promocién del profesorado, la
exigencia bésica son los resultados de
la investigacién, mientras que la labor
docente queda en un segundo plano a
pesar de haber aumentado el ntimero
de horas que hay que dedicarle, inclu-
so fuera del aula. No corren buenos
tiempos para plantear soluciones que
no sean el sacrificio y la buena volun-
tad del profesorado.

En otros grados (ingenieria, eco-
noémicas, etc.) se ha reducido
drasticamente los contenidos ins-
trumentales, entre ellos los mate-
maticos, ;qué opina al respecto?

Obviamente es un error; originado
por la idea de no perder peso en las ti-
tulaciones por los departamentos que
se consideran propietarios de las mis-
mas, error que ha sido general en la
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universidad espafiola, y que se mues-
tra palmariamente en aquellos sitios
donde las matematicas son instrumen-
tales. Y mayor error es suponer que el
que sean instrumentales las deja so6-
lo al nivel de «recetas de cocina» y
esquemas algoritmicos. Maxime cuan-
do las matematicas en este siglo XXI,
si estan dirigidas a su aplicacién, son
esencialmente desarrollo de modelos.

«Todo se estd haciendo a coste
negativo, ni siquiera coste ceroy

Un ingeniero, un quimico, un eco-
nomista, por poner tres ejemplos, de-
be conocer el lenguaje para poder in-
teractuar con el matematico en un tra-
bajo en equipo, que es la forma orga-
nizativa de trabajo en el futuro. Hoy
la ciencia debe contar con el lengua-
je matemaéatico como una herramienta
que hay que conocer con una cierta
profundidad.

En la denominada «formaciéon a
lo largo de la vida» los maste-
res juegan un papel importante.
. Cree que hay una apuesta fuerte
y real por los masteres por parte
de la administraciéon?

Es de sobra conocido —y criticado
con razén— que en la implantacién del
esquema grado-postgrado se comen-
z6 la casa por el tejado. Pese a ello
cuando los grados se implanten en su
totalidad deberemos tener una oferta
racional de continuidad y adaptacién
para que se salga y se entre de la uni-
versidad segln las necesidades forma-
tivas. Si a ello afiadimos que €l esque-
ma definido necesita de una apuesta
politica y econémica, el futuro no es
halagiiefio. Todo se estd haciendo a
coste negativo, ni siquiera «coste ce-
ro», y mi opinién es que, pese a la muy
cruda situacién econémica que nos es-
pera, hay que apostar fuertemente por
una oferta variada, eso si racionaliza-
da a nivel estatal y autonémico. En
educacién y en educacién universita-
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ria, que es lo que ahora nos afecta, no
se pueden hacer recortes a ciegas.

Se habla bastante de reforzar
las competencias matematicas en
educacion primaria. ;Cree que
deberia existir algtn itinerario
especifico dentro del Grado de
Maestro?

Obviamente algo hay que hacer,
sea un itinerario sea mejorar la for-
macién en Matematicas de todo tipo
de maestro. Desde principios de siglo
y desde diversas instancias (RSME,
CDM, CEMat, etc.), se ha reclamado
que la formaciéon de nuestros maestros
en Matemaéticas no es la adecuada y
eso repercute en la base matematica
de los nifos.

Detectamos bien el problema, lo

detectan los demads, pero luego las
propuestas no cuajan. Volveriamos a
la idea de la elaboracién patrimonia-
lista de los planes de estudio. Es, pese
a ello, algo en lo que debemos seguir
reivindicando dicha formacién.

El estudio de 2007 realizado por
la RSME mostraba una casi total
ausencia de paro entre los titula-
dos en Matematicas, ;dispone de
datos de la situaciéon actual? ;co6-
mo percibe el futuro laboral de
los matematicos?

Parece que la situacién no ha cam-
biado basicamente. Lo muestran estu-
dios locales. Conozco, obviamente, los
del OPAL de la Universitat de Valén-
cia. Bien es cierto que caminamos a un
escenario peor en cuanto a la emplea-

bilidad general, mas la polivalencia de
la que hace gala un graduado en Ma-
tematicas (y los posibles méasteres a
los que puede dirigirse) garantiza un
moderado optimismo.

«la formacion de nuestros
maestros en Matemdticas no es la
adecuada y eso repercute en la
base matemdtica de los ninoss

(Le gustaria anadir algo mas?
Muchas gracias por haber acce-
dido a que le realizdsemos esta
entrevista.

Agradecer el espacio que me brin-
dan y felicitarles por la labor que hace
la revista como elemento de propaga-
ciébn de nuestras queridas Matemati-
cas. W

Actividades matematicas

Mini-Simposio de Investiga-
cién

UNIVERSIDAD DE ALMERIA

e perimertiles

' POSIO
DE INVESTIGACION
en CIENCIAS EXPERIMENTALES

Hall Aulario IV
15 de Mewiembre de 2011

Cartel anunciador

El dia del patrén de la Facultad de
Ciencias Experimentales, San Alberto
Magno, (15 de noviembre de 2011) se
celebrard en la Universidad de Alme-
ria el I Mini-Stmposio de Investiga-
cion en Ciencias Experimentales.

Se trata de un foro de encuentro e
intercambio de ideas entre investiga-
dores, con el que se pretende generar
un entorno adecuado que permita la
presentacién de resultados cientificos,
ideas y proyectos, compartir perspec-
tivas y debatir temas de interés.

Se otorgard un premio de 300 eu-
ros al trabajo ganador en cada una de

las titulaciones (Ciencias Ambienta-
les, Matematicas, Quimica, Ingenieria
Quimica e Ingenieria de los Materia-
les). Mas informacién en la pagina
web de la Facultad de Ciencias Expe-
rimentales de la UAL.

Semana de la Ciencia

Logotipo de la actividad

Semanqaci

CIENCIA

del 7 al 11 noviembre:

Del 7 al 11 de noviembre de 2011
se celebrara en la Universidad de Al-
meria la Semana de la Ciencia 2011.
De entre las actividades programadas
(ver diptico aqui) caben destacar las
siguientes:

e Las charlas divulgativas sobre Ma-
temdticas Interactivas, que organiza
el Vicedecanato de Matematicas y que
tendran lugar en las aulas del Edificio
de Matemaéticas e Informéatica (CITE
I11), todos los dias de 10 a 11 horas.

e El taller Juegos Topologicos, que
organiza el profesor José Luis Rodri-
guez Blancas, del departamento de
Geometria, Topologia y Quimica Or-
ganica, y que se desarrollara en la Sala
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Biocliméatica del Edificio A de Huma-
nidades, con tres sesiones diarias a las
10, 11:15 y 12:15 horas.

e La exposicion Con A de Astro-
nomas, que a través de una serie
de paneles hace un recorrido por los
principales hitos de la Astrofisica,
desde la antigiiedad hasta nuestros
dias, donde el papel de la mujer
ha sido fundamental. Se podrad vi-
sitar en el hall del CITE III. Més
informacién en la direccién neva-
da.ual.es/semanadelaciencia.

Innovaciéon Docente en la

UAL

El 16 de junio de 2011 se cele-
braron en la Universidad de Almeria
las V Jornadas de Informacién so-
bre Innovacion Docente y Coordi-
nacton. Los Grupos Docentes de Ma-
tematicas, que presentaron posteres
sobre el trabajo realizado durante este
curso académico, fueron los siguientes:

e Boletin de la titulacion de Mate-
mdticas de la UAL: una revista di-
gital como proyecto educativo, coor-
dinado por Juan José Moreno Balcé-
zar.

e Disenio de contenidos matemdti-
cos en entorno web, coordinado por
Justo Peralta Lopez.
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e Diseno de material diddctico in-
formdtico en asignaturas de Geo-
metria, Topologia y Astronomia,
coordinado por José Luis Rodriguez
Blancas.

Carmona Tapia.

Cientifico

Geometria en el Campus

El 12 y el 21 de julio de 2011 el
profesor José Luis Rodriguez Blan-
cas (Mago Moebius) realizé un taller
de geometria con pompas de jabén
con los estudiantes de 4.° de ESO y

e Flaboracion de material divulga-
two para el alumnado novel en Ma-
temdticas, coordinado por Fernando
Reche Lorite.

e Moddulos bdsicos de aprendiza-
je para Matemdticas y Estadistica,
coordinado por José Céaceres Gonza-
lez.

e Recursos TIC en la docencia ma-

de 1.° de Bachillerato seleccionados
entre el alumnado de toda Espafia
para participar en el Campus Cien-
tifico de Verano Agroalimentario,
que se desarrolld en la Universidad de
Almeria durante el citado mes. Parti-
ciparon 60 estudiantes con nota media
no inferior a 9,6. Se puede encontrar
maés informacién de esta actividad en

temdtica, interactividad para la pi-
zarra digital, coordinado por José

Imagen de la actividad

su pagina web 1.

Noticias matematicas

Nuestro Boletin: Premio a la Excelencia
Docente

Acto de apertura del curso académico

El 14 de septiembre de 2011 el Jurado de la IIT
Convocatoria de los Premios a la Ezcelencia Do-
cente de la Universidad de Almeria (afio 2011) fa-
116 el premio en la modalidad Proyectos de Innova-
cion Docente para el diseno de materiales diddcti-
cos en soporte informdtico, que recayé en el grupo
docente Boletin de la Ti-
tulacion de Matemdticas
de la UAL: una revis-
ta digital como proyecto
educativo.

Este premio reconoce
reconoce el trabajo que ve-
nimos realizando desde ha-
ce 4 afios en la educacién y
divulgacién matematica por todos los que participamos en
este proyecto.

La entrega del premio y de la placa acreditativa se lle-
v6 a cabo durante el Solemne Acto de Apertura del Curso
Académico 2011-2012 de la Universidad de Almeria. Mas
informacién en la memoria de dicho acto.

Placa conmemorativa del premio

Premio COSCE

La Confederacion de Sociedades Cientificas de Es-
paria (COSCE) convoc), este afio 2011, el segundo Pre-
mio COSCE a la Difusion de la Ciencia, dotado con

1

campuscientificos.blogspot.com/search/label /Almeria.
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5000 euros, con el objetivo de incentivar las acciones de
los cientificos destinadas a difundir sus trabajos y conoci-
mientos entre la sociedad en general.

El profesor Raul Ibafez To-
rres, de la Universidad del Pais
Vasco, a propuesta de la Jun-
ta de Gobierno de la Real
Sociedad Matematica Espaiiola
(www.rsme.es), ha sido el galar-
donado en esta segunda edicién.
Se premia su extraordinaria y
continuada labor de difusién de
las Matematicas en muy diver-
sos ambitos, siempre con un éxito extraordinario y, en
especial, mediante la direccién del portal DivulgaMat
(www.divulgamat.net).

Entre sus muchas conferencias figura la que impar-
ti6 en la Universidad de Almeria, dentro del ciclo de los
Viernes Cientificos que organiza la Facultad de Ciencias
Experimentales (véase el nimero 2, volumen IV del bole-
tin). Méas informacién en www.cosce.org/premioll.htm

Raail Ibdniez

Los Desafios Matematicos de El Pais

El diario E! Pais ha
decidido prorrogar 10 se-
manas mas los retos ma-
tematicos que viene publi-
cando para celebrar el cen-
tenario de la Real Socte-
dad Matemdtica Espario-
la. Seran finalmente 40 los publicados, con un premio que
se incrementa en la misma proporciéon, puesto que la bi-
blioteca matematica que se sortea entre los acertantes, y
que cada semana se distribuye con El Pais, también se
amplia en diez volimenes.

Cabecera de los videos
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Campeonato superTmatik

Hasta el 31 de enero de 2012 est& abierto el plazo de
inscripcién en el VI Campeonato Internacional superT-
matik Cdlculo Mental 2.

Los objetivos del
campeonato son: fo-
mentar el interés por
la practica del calcu-
lo mental, desarrollar
destrezas numeéricas y
de célculo, reforzar el
componente lidico en el
aprendizaje de las ma-
tematicas, encontrar y
divulgar talentos en el area del calculo mental.

La competicién esta destinada a estudiantes de Ense-
flanza Primaria y Secundaria.

Cartas del juego

Carnaval de Matematicas

La edicién 2.7 del Car-
naval de Matematicas tie-
ne como blog anfitrién a La
Aventura de la Ciencia 3,
galardonado con el Premzo
Mejor Post en la edicién de
mayo de 2011. El Carna-

val de Matemdticas es una

TR YET g V—I'm

carnaval de,

MATEMATICAS

iniciativa de Tito Eliatron *
consistente en que, durante
una semana al mes, los blogueros interesados escriban ar-
ticulos divulgando las matematicas. El formato del texto

o 0102

es libre y se admite cualquier idea que tenga relacién con
las matematicas: comentar una pelicula, recordar una cita
ingeniosa, subir una imagen, hablar de un libro, etc.

El dnico requisito es que el articulo muestre enlaces a
la web del Carnaval de Matemaéticas y al blog anfitrién.
Ademas, si no tienes un blog, puedes registrarte en la web
del Carnaval de las Matemdticas ° y publicar tu entrada
directamente alli.

Los elementos de Euclides online

Se trata de una ver-
sién de los famosos Ele-
mentos que ha sido elabo-
rada con el objeto de re-
cuperar el interés intrinse-
co de la obra por su va-
lor universal y de divul-
gar una versién interacti-
va que combina los traza-
dos de geometria dindmica
con una versién contempo- 3 N RN |
rénea del texto en diversas - :
lenguas.

Tanto ésta como la mo-
numental y bien conserva-
da versién latina impresa Extracto de Los Elementos
por Ratdol en 1482, conservada en el Monasterio de Yuso,
pueden consultarse en www.euclides.org.

Nos visitaron. . .

En el transcurso de estos meses nos han visitado nume-
rosos investigadores de diferentes universidades nacionales
e internacionales con las que los grupos de investigacién
de matemaéticas de la UAL colaboran activamente en el
desarrollo de sus actividades.

Tuvimos el honor de tener entre nosotros a: Daniel Bu-
lacu y Constantin Nastdsescu, de la Universidad de Buca-
rest (Rumania); Ratl Ibafiez Torres, de la Universidad del
Pais Vasco; Joaquin Sanchez Lara, Manuel Calixto Molina,

Preguntas

Teresa E. Pérez y Miguel Piiiar, de la Universidad de Gra-
nada; Zoltan Sebestyen y Zoltan Varga, de la Universidad
Szent Istvan (Hungria); Jozsef Garay, de la Universidad
Eo6tvos Lorand (Hungria); Prakash P. Shenoy y Catheri-
ne Shenoy, de la Universidad de Kansas (EEUU); Hualin
Huang, de la Universidad de Shandong (China); Abdena-
cer Makhlouf, de la Universidad de Mulhouse (Francia) y
Siamak Yassemi, de la Universidad de Teheran (Iran).

frecuentes

{Qué podemos decir acerca
de la evolucién en el nime-
ro de matriculas en la titula-
cion de Matematicas en las
universidades espanolas?

2Inscripcién on line en www.mentalmathcompetition.com.
8 Jaaventuradelaciencia. blogspot.com.
4eliatron.blogspot.com.

5carnavaldematematicas. bligoo.es.
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El nimero de matriculaciones ha
aumentado de manera considerable
en las universidades espanolas en los
altimos anos. El incremento ha sido
de un 78% en cuatro afios pasando

de setecientos nuevos alumnos en el
curso 2005-2006 a 1250 en 2009-2010,
seglin informa el proyecto Ingenio-
Mathematica, que promueve actua-
ciones que incrementen el peso de esta
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disciplina en el panorama internacio-
nal y en el sistema cientifico espaiiol.
Ademas, se ha observado un aumento
de estudiantes que piden Mateméti-
cas como primera opcién y que tienen
buena nota de selectividad. De este
modo puede apreciarse que este sig-
nificativo repunte apacigua la alerta
sobre la falta de vocaciones cientificas
de los jévenes que aseguraran el rele-
vo generacional. Parece que la crisis
econémica ha hecho que los alumnos
vuelvan también a interesarse por las
carreras clasicas.

{Cuantos estudiantes han
decidido estudiar matemati-
cas en los ultimos anos en la
Universidad de Almeria?

Si nos centramos en los dltimos
tres afios, tenemos las siguientes ci-
fras: en el afio 2009-2010 hubo 26 es-
tudiantes matriculados en la Licencia-
tura en Matematicas (incluyendo los
de la doble titulacién en Matemaéticas
e Ingenieria Técnica en Informatica);
en el afio 2010-2011, se matricula-
ron 47 estudiantes en el Grado en
Matematicas, titulo que comenz6 a
impartirse en ese curso académico, y
en este curso 2011-2012 se han matri-

EXPERIENCIA DOCENTE

culado en el primer curso del Grado
65 estudiantes.

. Qué sabemos acerca de las
salidas profesionales que tie-
ne un Matematico?

La Universidad de Almeria es-
tablece los siguientes perfiles profe-
sionales para el Grado en Matema-
ticas: En cuanto al perfil aplicado,
estd orientado a empresas del sector
bancario, informéatica y telecomuni-
caciones, consultoria, prospeccién de
mercados y andlisis de riesgos, indus-
tria, gestiéon de proyectos y trabajos
técnicos, administracién publica, etc.
En lo referente al perfil académico,
estd orientado a docencia, investiga-
ciébn universitaria e investigacién en
centros de I4+D+i. Y respecto al perfil
docente, estd orientado a la docencia
no universitaria. En este sentido, el
egresado en Matematicas por la Uni-
versidad de Almeria estd plenamente
capacitado para realizar el Mdster en
Profesorado de Educacién Secun-
daria Obligatoria y Bachillerato,
Formacion Profesional y Ensenan-
zas de Idiomas exigido para ser pro-
fesor en estas etapas educativas y
también para el Mdster Interuniver-

sitarto en Matemdticas, que habilita
para iniciar una carrera investigadora.
Este ultimo es ofrecido conjuntamen-
te por las universidades de Almeria,
Cadiz, Granada, Jaén y Malaga.

J.En qué consiste la acredi-
taciéon en lengua extranjera

para los nuevos Titulos de
Grado?

Todos los estudiantes de los distin-
tos grados de la Universidad de Alme-
ria, para poder obtener el titulo, debe-
ran acreditar el conocimiento de una
lengua extranjera en un nivel Bl o su-
perior (segun el Marco Europeo de
Referencia de las Lenguas).

Ademas, a partir del mes de enero
se informara sobre el procedimiento a
seguir para incluir dicha acreditacién
en el expediente del estudiante. En
la actualidad el Centro de Lenguas
de la Universidad de Almeria ofrece
distintas posibilidades para obtener el
nivel Bl. Se puede ver més informa-
cién sobre lo que tratan las pruebas
y sobre los horarios de los cursos que
oferta en la pagina web del Centro de
Lenguas.

Las TIC para la adaptaciéon curricular de
alumnos con minusvalia visual

José Manuel Sdnchez Munoz

IESO Arturo Plaza (Losar de la Vera, Cdceres)

entre otras.

Como medida de aprendizaje significativo el estudiante

Introduccion

En este articulo se pretende llevar a cabo una pre-
sentaciéon de las herramientas tecnolégicas que podemos
utilizar en nuestra labor docente cotidiana como elemen-
to integrador de aquellos alumnos que poseen minusvalia
visual, de modo que como profesionales podamos atender
la necesidad educativa de estos, a la vez que garantizamos
un apropiado aprendizaje de los contenidos matematicos
establecidos por el curriculo. Se presentard de manera ex-
plicita el abordaje de aquellos contenidos que involucran
representaciones gréaficas, tales como los relacionados con
la estadistica, geometria, funciones o trigonometria. Se da-
ra informacién sobre el uso del software Quick Tac 4.0
version beta combinado con Quick Tac 3.1, Math Traz,
Vozme, y la impresién de documentos en Braille mediante
las méquinas de impresién Juliet Pro 60, o Book Maker

© http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX

no vidente debe aprender a construir imagenes cerebrales
por medio de la informacién que el tacto de sus dedos
le envia. La adquisicién de destrezas en la lecto-escritura
Braille debe ser permanente y constante, buscando siem-
pre alcanzar los mejores niveles de escritura y lectura. La
utilizacién de las Maquinas Perkins debe ser uno de los
pilares fundamentales para el aprendizaje significativo de
las matematicas, afiadiendo a esto un amplio conocimien-
to de las notaciones matemaéticas Braille y su apropiada
aplicacién.

Recursos Tecnologicos

Existe una gran variedad de recursos tanto de equipos
de impresién, como de software, adaptados a las necesida-
des de alumnos con este tipo de minusvalia. A continua-
cién hacemos un breve exposicién de algunos de ellos:

ISSN 1988-5318
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v¢ Impresoras Brazille. Son impresoras con caracteris-
ticas semejantes a una impresora normal, su fun-
ciéon consiste en imprimir en Braille desde cualquier
computadora el documento que se desee, para que
el estudiante con discapacidad visual pueda consul-
tarlo por medio de la lectura. Las impresoras Braille
se ofrecen en diversos tamafios segin las exigencias
del usuario, en modelos que satisfacen las necesida-
des personales, de la escuela o de una editorial Brai-
lle, con capacidad para imprimir por ambas caras
del papel con una velocidad de hasta 150 signos por
segundo. Algunas marcas representativas donde po-
dremos encontrar una amplia variedad de productos
acordes a las necesidades de nuestros alumnos son
Enable Technologies y Braille Works.

Quick Tac 4.0 Beta es un software de «dibujo» a par-
tir de una construccién de una red de puntos. Estos
puntos pueden ser impresos directamente en relieve
en alguna impresora Braille capaz de producir grafi-
cos, o guardarlos en un archivo que se puede insertar
en Duzbury DBT o abrir en MegaDots. Permite la
elaboracién de materiales o documentos completos
que incluyan dentro de los mismos graficos de cual-
quier indole, con capacidad de ser impresos especifi-
camente en una amplia gama de impresoras en alto
relieve.

Se trata de un software bastante intuitivo, relati-
vamente sencillo de manejar y gratuito, con el que
podemos imprimir sobre relieve practicamente cual-
quier figura elemental (lineas, curvas, circulos, tridn-
gulos, rectangulos, texto,...).

Quick Tac 3.1. Al igual que el anterior, este softwa-
re permite trasladar al sistema de Braille textos en
formato de texto (*.txt, *.doc, etc). En la adaptacién
de materiales con contenidos de matematicas, facili-
ta la transliteracién de texto convencional a Braille
v la edicién final del mismo se efectiia por medio de
la digitalizacién manual de las expresiones propia-
mente matemaéticas (notaciones matematicas Braille
especificas).

Math Trax es un software desarrollado por la NASA
con capacidad de generar representaciones gréficas
en pantalla y estudio de las caracteristicas de las
mismas por medio del sonido (monotonia, signos de
la funcién, entre otros) y una descripciéon de la fun-
cién en pantalla accesible por medio de algtn lector
de pantalla como por ejemplo Jaws.

Vozme. Se trata de un servicio online gratuito que
nos permite convertir archivos en formato de texto
en archivos de audio mp3 e incluso descargarlos para
su posterior edicién. Su uso docente puede ser muy
atil a la hora de establecer enunciados de problemas
o definiciones de contenidos.

© http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX

v¢ Lectores de pantalla. Son programas especificos pa-
ra la lectura del display del ordenador. Pueden ser
de pago como Jaws o bien gratuitos como NVDA.

Adaptaciones curriculares a diferentes areas de
matematicas

Geometria.

La ensefianza de todos estos contenidos ha sido hasta
hace muy poco una labor muy compleja para el docente
puesto que no existia suficiente documentacién ni acceso a
tecnologias que nos permitieran desarrollar los contenidos
y permitir a estos alumnos la posibilidad de experimentar
un aprendizaje significativo y tener un nuevo desarrollo
cognitivo con respecto a la geometria. Una buena combi-
nacién y aplicacién de software como por ejemplo Quick
Tac 3.1 y Quick Tac 4.0 permiten la elaboracién de ma-
teriales digitales con presencia de figuras geométricas de
tal forma que facilitan o agilizan la comprensién de con-
tenidos.

e

Circunferencia circunscrita a triangulo con Quick Tac 3.1

Calculo.

Uno de los contenidos en los cuales se refuerza su
aprendizaje por medio de representaciones graficas es el de
funciones. En este sentido se deben conocer las tareas que
cumplen todas estas herramientas tecnologicas en forma
individual, que al final combinadas producen experiencias
pedagogicas muy positivas. Las impresoras Braille, el soft-
ware de transliteracién al sistema puntiforme, el de edicién
de grafico en relieve, el que permite generar representacio-
nes graficas de funciones en pantalla y su respectivo estu-
dio por medio del sonido y por algin lector de pantalla,
contribuyen en la actualidad a experimentar multiples es-
trategias pedagbgicas y a formar un estudiante no vidente
con grandes fortalezas en matematicas.

Un ejemplo de lo expresado anteriormente es el siguien-
te: se pretende ensefiar al estudiante funciones trigono-
métricas y en particular hacer un estudio de la funcién
y = sen(x). Supongamos que contamos con las siguientes
herramientas tecnolégicas: computadora, impresora Brai-
lle, Quick Tac 3.1, Math Traz, Jaws y Quick Tac 4.0.
La estrategia metodolégica puede ser la siguiente:

1. Por medio de Quick Tac 4.0 creamos la represen-
tacién grafica de la funcién.

ISSN 1988-5318
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Representacion de y = sen(x) con Quick Tac 4.0

2. Con la ayuda de Quick Tac 3.1 transcribimos a
Braille las propiedades de la funcién (puntos de cor-
te con el eje de abcisas, méaximos y minimos,...)

Estadistica.

Mediante la utilizacién del ordenador, la impresora
Braille y el programa Quick Tac 4.0 ha sido posible dise-
flar gréaficos estadisticos como histogramas, diagramas de
sectores y barras, poligonos de frecuencia, entre otros, que
en definitiva son de facil lectura y tienen una comprensién
aceptable por parte de los estudiantes. Los mismos hoy dia
pueden interiorizar la informacién y trasmitirla a su vida
cotidiana, ademaés de poder estudiar situaciones en las que
aparezcan contenidos estadisticos y describir los resulta-
dos que los mismos arrojan.

Representacion de grdfico de barras con Quick Tac 4.0

La estrategia metodolégica puede ser la siguiente:

ENSENANZA BILINGUE EN MATEMATICAS

1. Por medio de Quick Tac 4.0 creamos la represen-
tacién grafica de la funcién.

2. Impresora Braille con capacidad de generar graficas.
El estudiante con entrenamiento en «lectura» de gra-
ficos estadisticos interpreta los distintos comporta-
mientos de las variables.

Ejemplos concretos

Si el lector lo desea, puede dirigirse al «canal Youtu-
be» de nuestro compaifiero y amigo, el profesor José Eduar-
do Badilla, del Instituto Hellen Keller de Costa Rica, don-
de podra encontrar un amplio repertorio videografico so-
bre las matematicas para alumnos con minusvalia visual,
0 a algunos materiales personales colgados en internet, en
las siguientes direcciones:

1. www.youtube.com/user/josebadillas.
2. www.box.net/shared/9j52k564gz.
3. www.box.net/shared/6izqla2om9.

4. www.box.net/shared /5zonfysxz0.

Referencias

[1] BADILLA, J. E. Tecnologia en la ensefianza de la ma-
temdtica con discapacidad visual, VII Festival de la
Matematica, Instituto Tecnologico Hellen Keller, Cos-
ta Rica, 2010.

[2] SANcHEZ MuRoz, J. M. Uso de las Nuevas Tecnolo-
gias de la Informacion y Comunicacion para la En-
senianza de las Matemdticas a Alumnos con Minus-
valia Visual, Revista de Investigacién «Pensamiento
Matematico», G.I.LE «Pensamiento Matematico», Nu-
mero 0, abril, 2011.

Maths, History and ICTM

Rafael Cabezuelo Vivo
IES Santos Isasa (Montoro, Cordoba)

In the bilingual section we are always trying to find
some points in common which link the different subjects,
(Natural and Social Sciences, Spanish, French, English and
Mathematics) and the teachers involved.

In trying to deal with a multidisciplinarity of know-
ledge a new activity was created. This included a slide
presentation followed by a test about it, both of which
are shown in a blog. Through history the students are
familiarized with math, the social sciences, comprehen-

sive reading and gender equality; while information and
communication technology (ICT) provides a very good
channel of communication between us teachers and our
students.

The Blog

The Blog gives our scholars a feeling of group, belon-
ging to something new and different. As it is difficult to
speak English to our learners all the time, and even mo-
re difficult to listen a student speaking it continually, we
decided to create another channel of communication: our
own blog for each bilingual group ©.

S bilingueisasa.blogspot.com y bilingualsectionsantosisasa.blogspot.com.

© http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX
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In this blog teachers post whatever is interesting or re-
lated to any of the subjects, and the students have to make
comments on it. To encourage the use of English everyt-
hing posted is marked and is a part of their evaluation in
the different subjects.

The blogs are created using Blogger, one of the free
tools that are available througout the web. This tool allows
you to create more than one blog and to manage them
very easily, but there are many other possible media such
as WordReference, Blogia, etc.

To avoid problems with the blog, we all created our
own Gmail accounts that students use to make comments
on the blog.

The Slides and the Test

The first step is selecting the historical characters.
They must interest our students and have something to
do with the historic period they are learning about in so-
cial sciences or with the math topic they are working with.

To date we have chosen two characters: Eratosthenes
and Hypatia (they both have the Great Library of Ale-
xandria in common). Eratosthenes is connected with the
curriculum via the algorithm known as The Sieve, used to
find out all the prime numbers between 1 and n.

Hypatia is the main character in the film Agora, di-
rected by Alejandro Amenabar. She provides us with a
good reason to speak and think about women in history,
social and religious disputes, teaching and maths, while
the Hollywood connection provides the students with an
extra motivation.

Both presentations were made with Google Docs,
which allowed us to create collaborative documents that
can be reviewed by different teachers, sharing the informa-
tion instead of sending and receiving different versions of
a continuously modified file. It is also an easily understood
on-line application that can also be used by our students.

I also used Google Docs for the test, creating a form
to fill in the questions. Most are multiple choice questions
but many others can be tailor made (text, checkboxes,
choose from a list, scale, etc.). The form is made using
a spreadsheet in which the answers and a time stamp are

send by anyone who does the test, thereby creating a good
and easy way to evaluate the activity using comparison,
counting and the addition of formulae.

The post

A post in the blog is created for each character 7. It
has a brief introduction, and an embedded presentation
and test.

The students can do
the test while watching
the presentation, and they
may also have to look for
some extra information on
the web. When they ha-
ve finished the test, they
can also post comments,
so that we receive feedback
that can be used to evalua-
te the activity itself. The-
se are some comments ma-
de by the scholars: “I think
that Hypatia was a wo-
man of great value because it was against the society
of his time.” “Hypatia s a very good theme! The test
about she, was very easy! Now, I'm a fan of Hypatia”.

“I have performed the text. It is interesting, as it
brings new knowledge. Erathostenes was a super smart

”

man

Conclusions

To finish the activity, we watch the presentation and
we solve the problem together. We then emphasize the
influence of the historic character and review the main
vocabulary that has been used.

Creating the blog allowed us a better communication
with the students, and furthermore, with their families
who can see at home what their children are doing at
school. We have worked on gender equality, comprehensive
reading, translation, interdisciplinarity, digital competen-
ce and the history of mathematics, using Google Docs to
create a slide presentation and a spreadsheet with a form
to complete a test. W

Problemas de las Pruebas de Acceso a la Unwersidad

Problema propuesto en el niimero anterior
Los puntos A(1,1,0) y B(2,2,1) son vértices conse-
cutivos de un rectangulo ABCD. Ademas, se sabe

que los vértices C y D estan contenidos en una recta
que pasa por el origen de coordenadas. Halla C y D.

A continuacién presentamos la solucién al problema
propuesto en el niimero anterior.

Solucion:

Dado que los vértices A y B son consecutivos, el vec-
tor AB(1,1,1), determina la direccién del lado opuesto del
rectangulo, sobre el que se apoyan los otros vértices, C y
D.

Como la recta en la que se apoyan dichos vértices pasa
por el origen de coordenadas, usando el vector de direccién
anterior, obtenemos facilmente las ecuaciones paramétri-

" bilingueisasa. blogspot.com/2009/10/hypatia-test.html y bilingualsectionsantosisasa.blogspot.com/2010/11/hypatia-test. html.
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cas de dicha recta y asi, los vértices C y D son de la forma
(AN A).

Ahora, dado que nos encontramos ante los vértices de
un rectangulo, los vectores AB y AD son perpendiculares,
con lo que su producto escalar es cero. Por tanto,

0=MA—T1,A—1,A)- (1,1,1) =3A -2,

de donde A = 2/3 y, en consecuencia, D(2/3,2/3,2/3).

Para determinar el vértice C aplicamos el mismo ra-
zonamiento: el vector AB y el vector ﬁ tienen producto
escalar cero,

0=(1,1,1)-A=2,A—2,A—1) = 3A—5,

de donde tenemos que A = 5/3 y, por tanto, las coordena-
das del punto C son C(5/3,5/3,5/3).

Desde el boletin se invita al lector a intentar una apro-
ximacién distinta a la anterior.

Nuevo problema de las pruebas de acceso

Un comerciante quiere dar salida a 400 kg de avella-
nas, 300 kg de nueces y 400 kg de almendras. Para
ello hace dos tipos de lotes: los de tipo A contienen
2 kg de avellanas, 2 kg de nueces y 1 kg de almen-
dras; y los de tipo B contienen 3 kg de avellanas, 1
kg de nueces y 4 kg de almendras. El precio de venta
de cada lote es de 20 euros para los del tipo A y de
40 euros para los del tipo B. ;Cuantos lotes de cada
tipo debe vender para obtener el maximo ingreso y
a cuanto asciende éste?

. J

Os animamos a participar en esta seccién. Para ello, no
tienes mas que enviarnos tu solucién a la direccién del
correo del Boletin: bmatema®@ual. es.

Recordamos que en esta seccidén aparecen ejercicios que
han sido propuestos para elaborar las Pruebas de Acceso
a la Universidad en el distrito universitario andaluz.

Si nos envias tu solucién a este problema pue-
des obtener un i1Pod shuffle y un regalo re-

S Problema propuesto

;Cuéanto deben valer a y b para que la ecuacién
x> —24x—72=0

pueda expresarse de la forma

xX—a _2?
x—b b

lacionado con las matematicas.

iLa solucién mas elegante u original tiene pre-
mio!

Para participar, sélo tienes que mandar tu
solucién a la direccién de correo electrénico
bmatema@ual .es. Puedes escanear el papel en
el que la hayas elaborado y enviarla a dicha di-
reccién de correo electrénico.

Las bases de este concurso pueden consultarse
en la pagina web del Boletin.

Envia tu solucién a bmatema@ual.es

Resultado del concurso del numero anterior

El ganador de la pasada edi-
cién del concurso de proble-
mas es el alumno de 2.° de
Bachillerato del IES Agua-
dulce, Facundo Urbinati.

© http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX

Problema propuesto en el nimero anterior

En un partido de fatbol Espafia-Holanda, Iniesta esté si-
tuado justo en el centro del campo, que en coordenadas
cartesianas es el (0,0), y frente a él, en las coordenadas
(4,2), se halla el defensa holandés Van Bommel. Junto a
ellos se encuentran Xavi y Sergio Ramos, formando en-
tre los cuatro un cuadrado donde Iniesta y Van Bommel
son vértices opuestos. ;Qué distancia recorreré la pelota si
Iniesta decide pasarla a Sergio Ramos en linea recta por el
césped? jCuadles son las posiciones (coordenadas) de Xavi
y Sergio Ramos?

ISSN 1988-5318
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Reproducimos a continuacién la solucién enviada por
el ganador.
Solucion del problema:

En la siguiente figura podemos ver una representacién gra-
fica del problema, siendo: I la posicién de Iniesta, V la de
Van Bommel, X la de Xavi y S la de Sergio Ramos.

A

V(4,2)

Me

MUJERES Y MATEMATICAS

Calculemos primero las coordenadas del punto medio

M: 0+4 0+2

La semidiagonal W del cuadrado viene dada por
Mi=(0-2,0-1)=(-2,—1),

por, lo que las semidiagonales perpendiculares a m son
MX = (1,-2) y MS = (—1,2).

Asi pues, como ﬁ( = ﬂ + W( tenemos que B}( =
(2,1)+ (1,—-2) = (3,—1), que son las coordenadas de la
posicién de Xavi.

Anélogamente, I_S) = m + m, por lo que E =
(2,1) 4+ (—1,2) = (1,3), que son las coordenadas de la
posicién de Sergio Ramos.

Finalmente, la distancia entre Iniesta y Sergio Ramos
viene dada por

d(1,8) = /(1 —0)2 + (3 0)2 = V10 ~ 3,16 unidades.

El matrimonio Young

Juan José Moreno Balcdzar
Universidad de Almeria

En Matematicas, al igual que en cualquier otra ciencia,
la colaboracién entre cientificos es habitual, si bien las Ma-
teméaticas mantienen un elemento diferenciador: una sola
persona, trabajando aisladamente, puede aiin obtener un
importante y novedoso resultado o probar una legenda-
ria conjetura. En otras ciencias este caracter individual
es cada vez menos usual. Hoy en dia, en Matematicas,
gracias, por ejemplo, a MathSciNet 8, es posible conocer
todas nuestras parejas cientificas, es decir, aquellas perso-
nas con las que tenemos publicaciones en comiin asi como
el nimero de veces que hemos colaborado con ellas. De
esta manera, es posible conocer nuestro devenir cientifico
a lo largo de los afios.

Dentro de las parejas cientificas las formadas por ma-
trimonios constituyen un caso particular. Probablemente
el més conocido es el de los Curie, pero existen bastantes
mas. En el terreno de las Matematicas, tenemos el for-
mado por Grace Chisholm (1868-1944) y William Henry
Young (1863-1942). Esta pareja de matemaéticos ingleses
tuvo una interesante historia que resumiré a continuacién.

La vocacién matematica de William tuvo que ver con
el director de la escuela donde estudié, E. A. Abott el au-
tor de Flatland. A romance in many dimensions donde
describe una sociedad utépica a través de las matemati-
cas y satiriza a la sociedad inglesa de la época. Merece la
pena comentar que en esta sociedad utépica-matemaética
las mujeres son representadas por lineas y son el estra-
to social més bajo, sin ninguna posibilidad de progresar.

Ademaés de estar «totalmente desprovistas de capacidad
cerebraly (en la versién original, «they are consequently
wholly devoid of brainpower» ).

Dadas las capacidades que
William mostraba hacia las
matematicas, Abott animé a
William a estudiarlas y asi
lo hizo en Cambridge. Des-
pués de graduarse, no mostrd
inclinacién hacia la investi-
gacién matematica, sino méas
bien hacia la teologia, disci-
plina en la que gandé un pre-

William Henry Young

mio, aunque se dedicb a pre-
parar a estudiantes para los famosos exdmenes de Cam-
bridge: los Mathematical Tripos. De esta forma conocid
a Grace.

Por su parte, Grace no
tuvo al principio tan clara
su vocacién matematica. Ella
queria estudiar medicina, pe-
ro sus padres se lo prohibie-
ron y decidié estudiar mate-
maéticas en el Girton Colle-
ge de la Universidad de Cam-
bridge. Se gradudé en 1892.
Desde un principio se interesé
por la investigacién y viajé a Grace Chisholm
Gottingen (Alemania) para realizar su tesis doctoral bajo
la direccién del famoso matematico Felix Christian Klein

8 MathSciNet es la base de datos de publicaciones matematicas de la American Mathematical Society.
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(1849-1925). Obtuvo el doctorado en 1895. Un afio después
Grace y William se casaron.

En 1897 tuvieron el primero de sus seis hijos. Vivie-
ron en Gottingen desde 1899 a 1908 y después en Ginebra
y Lausana (Suiza), aunque debido a los puestos que ob-
tuvo William en diferentes universidades pasaron algunas
épocas separados. Como pareja escribieron dos libros e
hicieron muchas investigaciones y trabajos conjuntos. Sin
embargo, a partir de la boda la actividad matematica «pu-
blicay» de Grace se diluy6 mientras que la de William crecid
de forma notable, ganando en 1928 la medalla Sylvester
otorgada por The Royal Society por su contribucién a
la teoria de funciones de una variable real, siendo presi-
dente de la London Mathematical Society (1922-1924),
presidente de la Unidn Matemdtica Internacional (1929-
1936), etc.

;Hasta doénde los trabajos firmados por William eran
trabajos conjuntos con Grace? Eso es dificil de saber, pero
quizés las siguientes palabras que traduzco y cuya versién
original se puede encontrar en [1] y en la biografia de Gra-
ce en The MacTutor History of Mathematics archive °,
puedan aclarar la situacién:

«El hecho es que nuestros articulos debe-
rian ser publicados conjuntamente, pero si
hiciéramos esto ninguno de nosotros obten-
driamos beneficto de ello. No. Mios los lau-
reles y el conocimiento ahora. Tuyo solo el
conocimiento. Todas las cosas con mi nom-
bre ahora, y mds tarde cuando nuestro sus-
tento no sea de esta forma, todo o mucho
con tu nombre. En este momento no pue-
des llevar una carrera publica. Tienes tus
ninos. Yo puedo y lo hagoy.

PASATIEMPOS Y CURIOSIDADES

Jugando con grafos

José Antonio Rodriguez Lallena
Universidad de Almeria

Es un hecho que las Matematicas han sido muy impor-
tantes en la sociedad humana desde que el hombre tuvo
conciencia de si mismo, y que esta importancia ha crecido
hasta hoy. Las Matemaéticas son compaiieras habituales en
nuestra vida cotidiana (aunque no se vean).

Sin embargo, hay quien piensa —en mi opinién,
errébneamente— que las Matematicas son demasiado abs-
tractas e incluso ininteligibles para el comun de los mor-
tales; que, ademas, estan escritas en un idioma muy com-
plicado. No entraré aqui a discutir esta cuestién, que nos
llevaria muy lejos. Me conformaré con tratar acerca de un
aspecto relacionado con ella y que comento a continuacién.

Se puede disfrutar con las Matematicas. De hecho, aun-

La versién original:

“The fact 1s that our papers ought to be pu-
blished under our joint names, but if this
were done neither of us get the benefit of it.
No. Maine the laurels now and the knowled-
ge. Yours the knowledge only. Everything
under my name now, and later when the
loaves and fishes are no more procurable in
that way, everything or much under your
name. At present you cannot undertake a
public career. You have your children. I can
and do”.

Las interpretaciones de este texto, como de cualquier
otro, deben realizarse en el contexto histérico en el que
se producen. Pero una cosa si es clara, la contribucién de
Grace a las matematicas fue mucho méas importante de lo
que se le ha reconocido y merece la pena que sea divulga-
do. Ambos permanecieron unidos hasta que la II Guerra
Mundial los separd, Grace llevé a dos de sus nietos a Ingla-
terra en 1940 y no pudo volver a Ginebra al caer Francia
en manos del ejército nazi. Tristemente, ambos murieron
separados.

Afios después, una de sus nietas Sylvia Wiegand fue
presidenta de la Association for Women in Mathematics
en el periodo 1997-1999 y es una conocida algebrista.

Referencias

[1] I. Grattan-Guinness, A mathematical union: William
Henry and Grace Chisholm Young, Annals of Science
29 (1972), 105-186.

que haya personas que no entiendan cémo esto es posible,
muchos disfrutamos con las Matematicas (y no hay que
ser un genio para esto). No me estoy refiriendo aqui a la
Matematica Recreativa, sino a cualquier rama de la Ma-
tematica.

Para los que nos gustan las Matematicas, ponerse a
resolver un problema de esta materia es una tarea muchi-
simas veces ilusionante y a menudo divertida (como un
pasatiempo). Y estoy seguro de que podria serlo también
para muchas personas que ni se lo imaginan o que incluso
rechazan esa posibilidad. En este breve articulo solo puedo
pretender ilustrar esta idea con algtin ejemplo que se pue-
da exponer en pocas lineas. En los volumenes anteriores de
este Boletin y en sus diferentes secciones se pueden encon-
trar diversos articulos que, mas o menos explicitamente,

9En la biografia de William H. Young aparece una errata, pues indica que Grace volvié en 1885 a Inglaterra después de doctorarse

cuando realmente lo hizo en 1895.
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apoyan la misma idea.

A continuacién, se introducen unas nociones y resulta-
dos sencillos de la Teoria de Grafos y se propone la resolu-
cién de unos ejercicios que pueden ser ttiles para asimilar
bien algunas de esas nociones, para vislumbrar algunas de
sus posibles aplicaciones y. ..como pasatiempo.

En pocas palabras, un grafo es un conjunto de puntos,
llamados wvértices, y de enlaces entre esos vértices, llama-
dos aristas. Las aristas se representan mediante segmen-
tos o curvas cuyos extremos son los vértices que enlazan, y
que no pasan por ningin otro vértice. La valencia de un
vértice es el nimero de aristas que inciden en él, es decir,
que lo tienen como extremo.

Por ejemplo, dado un poligono de k lados (y k vérti-
ces), sus vértices y lados (tomados como aristas) forman
un grafo en el que la valencia de cada vértice es 2; y si
a este grafo se le afladen aristas de modo que cada par
de vértices del poligono esté unido por una (y solo una)
arista, entonces la valencia de cada vértice es k — 1.

Un camino en un grafo es una sucesién de vértices y
aristas {vo, a7,v1,a2,...,vn_1,an,vn} de modo que cada
arista a; enlaza los vértices vi_1 y v;. Si entre cada par de
vértices del grafo hay como méaximo una arista, para des-
cribir un camino bastard dar la sucesién de sus vértices.
Si v, = Vg se dice que el camino es un ciclo.

Si se excluyen los ciclos que consisten en repetir va-
rias veces un ciclo menor, se pueden construir un total
de 2n — 1 ciclos similares al dado tomando como punto
de partida cualquiera de sus vértices y considerando los
dos posibles sentidos de recorrido de los vértices y de las
aristas. En muchos problemas esos 2n ciclos se conside-
ran equivalentes y constituyen, de hecho, un solo ciclo. En
el mismo grafo habra probablemente otros ciclos distintos
con el mismo nimero de vértices y aristas, y que seran
equivalentes a otros 2n — 1 ciclos.

Por ejemplo, en el segundo de los grafos representados
maés abajo, {3,4,7,8,3} es un ciclo que tiene otros 7 ci-
clos equivalentes (por ejemplo, {3,8,7,4,3} v {7,8,3,4,7});
otros 8 ciclos equivalentes se formarian a partir del ciclo
{3,4,5, 2, 3}; sin embargo, el ciclo {3,4,5,2,1,6,5, 8,3} da-
ria lugar a 16 ciclos equivalentes (observe que no influye
en este cédlculo el hecho de que se pase dos veces por el
vértice 5).

Un camino se dice que es euleriano si contiene cada
arista del grafo una y solo una vez. En particular, conten-
dra todos los vértices del grafo (una o mas veces). Hay mu-
chas situaciones reales que pueden modelizarse mediante
un ciclo euleriano: por ejemplo, recorrer todas las calles de
una zona residencial con algin fin (buzonear, barrer. .. ).

Un camino se dice que es hamzltoniano si contiene ca-
da vértice del grafo una y solo una vez (como excepcion,
en el caso de que sea un ciclo, el primer y el altimo vértice
de la sucesién coinciden). En particular, contendra cada
arista como méximo una vez (posiblemente no contenga
todas las aristas). Estos caminos o ciclos hamiltonianos
también han servido como modelo de muchos problemas
reales: por ejemplo, el problema del viajante que debe re-
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correr una serie de ciudades y busca un recorrido que le
lleve a pasar por todas ellas en un solo viaje.

Observe que, en el grafo formado por los lados y vér-
tices de un poligono, estos mismos lados y vértices cons-
tituyen un ciclo que es euleriano y hamiltoniano a la vez.
Por el contrario, los ciclos que hemos considerado antes en
el segundo de los grafos representados mas abajo no son
ni eulerianos ni hamiltonianos.

Un grafo se dice que es conezo si para cualquier par
de vértices del grafo existe un camino que los contiene. Un
sencillo teorema asegura que un grafo conexo contiene un
ciclo euleriano si y solo si la valencia de todos los vértices
del grafo es par.

Sin embargo, no hay una caracterizacién simple y ge-
neral para la existencia de ciclos hamiltonianos en grafos
conexos. Observe que, al menos, si es claro el siguiente
hecho: si un grafo tiene ciclos hamiltonianos, estos con-
tendréan, para cada vértice, exactamente dos de las aristas
que incidan en él: en particular, las dos aristas de cada vér-
tice de valencia 2 formaran parte necesariamente de cada
ciclo hamiltoniano. Veamos algunos ejemplos.

En el primero de los grafos
todas las valencias de los vér-
tices son pares, por lo que tie-
ne ciclos eulerianos. Por ejem-
plo, {1,2,5,6,4,5,1,4,3,1} es
uno de sus ciclos eulerianos.
Este no es el tnico que se
puede encontrar: procure en-

Grafo 1 contrar otros ciclos eulerianos
que no sean equivalentes al anterior. El primer grafo tiene
un unico ciclo hamiltoniano: {1,2,5,6,4,3,1} (y sus equi-
valentes). jPodria explicar por qué es unico?

En el segundo de los
grafos hay valencias impa-
lo que
ne ciclos eulerianos.

no tie-
Si tie-
ne ciclos hamiltonianos, co-
mo {1,2,3,4,7,8,5,6,1} (y
sus equivalentes). Encuentre
otros ciclos hamiltonianos no
equivalentes al anterior.

En el tercero de los grafos, que podriamos describir
como una cuadricula 2 x 2, no hay ciclos eulerianos ni
hamiltonianos. ;Puede explicar por qué?

Sin embargo, es facil en-
contrar ciclos hamiltonianos
en una cuadricula 2 x 3 y, en
general, en cualquier cuadri-
cula m x n donde m y n son
enteros positivos y al menos
uno de ellos es impar. Intente
comprobar, con o sin demos-
tracién, este hecho al menos

Grafo 3 para valores pequefios de m y
n. Cuando m y n son pares, ;jpuede explicar qué ocurre?
|

res, por

Grafo 2
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MATEMATICAS Y CULTURA

El problema de Monty Hall

Un clasico de la probabilidad

José Ramdn Sdnchez Garcia
IES Los Angeles (Almeria)

Seguramente la Probabilidad es una de las ramas de las
matematicas que maés se prestan a la resolucién de proble-
mas por intuicién, haciendo cierta aquella afirmacién de
Laplace de que «la probabilidad es el sentido comun ex-
presado con numerosy.

Para comprobarlo basta con preguntar a cualquier
alumno de ESO, que nunca haya oido hablar de espacios
muestrales, algunas cuestiones béasicas como cuél es la pro-
babilidad de que al tirar una moneda nos salga cara, o la
de que al tirar un dado nos salga un 2; a pesar de la natu-
ral falta de rigor, las respuestas no suelen ser disparatadas.
Pero también sabemos que, en ocasiones, esa intuicién se
puede convertir en el peor enemigo, como ocurre con el
problema que nos ocupa hoy, en el que la tremenda senci-
llez de su planteamiento nos puede conducir a una solucién
equivocada si nos fiamos de ese primer «golpe de vistay.

La historia arranca en 1963, de un concurso televisivo
de Estados Unidos, Let’s make a Deal, donde el presen-
tador —llamado Monty Hall- planteaba diversas pruebas y
retos a los concursantes.

Aunque el formato fue cambiando a través de los
afios y por paises (aqui en Espafia no se emitié co-
mo tal, pero tuvimos el inolvidable Un, dos, tres...,

con algunos detalles idénticos
al show americano), el espec-
taculo terminaba siempre con
lo que se llamaba el Big Deal,
que venia a ser una prueba fi-
nal donde a dos de los concur-
santes (el que méas y el que
menos dinero habjan obteni-
do durante el programa) se les
daba a elegir una puerta de
entre tres posibles, las cuales

ocultaban sendos regalos, y a Monty Hall
las que luego tenian la oportunidad de renunciar, cambiar,
etc.

El platé del concurso
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La piedra angular del programa era la habilidad del
presentador para plantear ofertas y contraofertas a los con-
cursantes en cada juego, de modo que lo que cada parti-
cipante obtuviera dependia, aparte de la habilidad o la
suerte, de la intuicién para escuchar o no los cantos de
sirena de dicho presentador.

Inspirado en dicho concurso, en 1975 Steve Selvin pro-
porciond a la publicacién American Statiscian un pro-
blema que, quince afios después, apareceria reformulado
en la revista Parade Magazine, concretamente en la co-
lumna Preguntale a Marilyn, cuya responsable, Marilyn
vos Savant, respondia a las cuestiones matematicas que
le enviaban los lectores, sin duda estimulados por el he-
cho de que —segiin la revista— esta buena mujer ostentaba
el Récord Guinnes de coeficiente intelectual. En este caso
el problema fue propuesto por Craig F. Whitaker, y su
redaccidén aproximada fue la siguiente:

«En un concurso de television ofrecen al
concursante elegir entre tres puertas: una
de ellas oculta un coche y cada una de las
otras dos, una cabra. Una vez que el concur-
sante ha hecho la eleccion, el presentador —
que sabe lo que hay detrds de cada puerta—
abre una de las otras dos y resulta que hay
una cabra, y entonces le ofrece al partici-
pante quedarse con la puerta que tenia o
cambiarse a la que queda. ;Qué debe hacer
el concursante?y

s Cambias de puerta?

Desde entonces, este problema tomé para siempre el
nombre del presentador del programa, Monty Hall, a pe-
sar de que, en honor a la verdad, nunca apareciera este
juego como tal en dicho concurso.

Llegados a este punto, se recomienda al lector que pien-
se el problema por si mismo antes de seguir leyendo. Quiza
le sorprenda la solucién.

Asi planteado, la intuicién nos dicta que en principio
debe dar igual, porque al fin y al cabo nos encontramos
con dos puertas, una de las cuales tiene un coche y la otra
una cabra, de modo que la probabilidad de ganar cada uno
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de los premios deberia ser de %, ifacil, no? Pues no, re-
sulta que se puede razonar y demostrar que si cambiamos
de puerta, ganaremos el coche... jel doble de veces que si
nos quedamos con la que teniamos! En otras palabras, la
probabilidad de ganar el coche seré de % Veamos por qué.

Si se desea una demostracién en toda regla, formal y
rigurosa, recurramos al Teorema de la Probabilidad To-
tal.

Llamemos A, B y C a las puertas del concurso, y su-
pongamos que el coche esta tras la puerta A (no se pierde
generalidad por suponerlo asi, basta cambiar las letras pa-
ra los demés casos); en principio, los sucesos «Elegir A»,
«FElegir By y «FElegir Cy (respectivamente A, B y C) son
equiprobables, de modo que

también supondremos que el concursante, por sistema,
cambia de opcién una vez que el presentador ha abierto
una de las puertas que ocultaba una cabra.

Entonces, la probabilidad de ganar habiendo elegido
A es 0, porque al cambiarse seguro que falla; pero si ha
elegido la B, el presentador abrird la C (recordemos que
la A no puede abrirla porque tras ella esta el coche) y el
concursante ganara al cambiarse a A; andlogamente, si el
concursante elige la C, entonces el presentador abrira la B
y nuevamente el concursante ganara al cambiar a A. Si lla-
mamos G y P a los sucesos «Ganar el cochey y «Perder

el cochey respectivamente, entonces tendremos que:

P(G) =P(A)P(G/A) 4+ P(B)P(G/B) + P(C)P(G/C)
1 1 1 2
Pero también hay un razonamiento en el que no intervie-
nen las féormulas.

Es evidente que elegiremos inicialmente la puerta del
coche en una de cada tres ocasiones, por lo tanto, si opta-
mos por mantenerla hasta el final jseguiremos acertando
en una de cada tres ocasiones!, independientemente de que
el presentador mientras tanto cante una cancién, se pon-
ga un sombrero en la cabeza... o abra una de las otras dos
puertas, cualquiera de esas distracciones a nosotros no nos
afectard porque vamos a seguir con la misma opcién. La
conclusién es aplastante: si manteniendo la puerta acerta-
mos en una de cada tres ocasiones, cambiando acertaremos
en las otras dos.

Ahora bien, conociendo la naturaleza de los potencia-
les lectores de este boletin, seguro que hay mas de uno
que prefiere realizar el experimento. Los siguientes enla-
ces ofrecen la oportunidad de hacerlo: Simulador Monty
Hall (en espaifiol) o Simulador Monty Hall (en inglés)

Y es que, como nos recuerda el entranable Cristop-
her de El curioso incidente del perro a medianoche,
«...la intuicion es lo que la gente utiliza en la vida pa-
ra tomar decisiones. Pero la légica puede ayudarte a
deducir la respuesta correctay. W

Lecturas recomendadas sobre divulgaciéon matematica

El libro de las Matemaéaticas
Clifford A. Pickover

\ Ficha Técnica
S I|I

"I’ = Editorial: Librero
EL LIBRO 528 péaginas
MAT):MA“CAS ISBN: 978-90-8998-097-7

Afo 2011

Con la llegada de 2011, también ha llegado la traduc-
cién al castellano de esta obra (The Math Book, 2009) de
Clifford A. Pickover, doctorado por la Universidad Yale
en 1982, quien ya lleva publicados més de cuarenta titulos
en matemaética divulgativa desde 1990.

Este espectacular libro, con 250 entradas de unas 450
palabras cada una y su correspondiente lamina que la
acompana, tiene la habilidad de atraer a cualquier per-
sona que quiera dejarse asombrar por las matematicas en
la historia, las que se usan en las ciencias experimentales o,
sencillamente, las que te encuentras en la vida cotidiana.

Decia Roger Penrose, posiblemente pudo decirlo al-
guien mas, que cada vez que introduces una férmula en
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un trabajo de divulgacién, reduces la cantidad de tus lec-
tores a la mitad. Con este trabajo, Pickover demuestra que
es posible no tener que reducir el nimero de lectores po-
tenciales cuando se trata de acercarse a las matematicas.

Por esto, es un libro muy adecuado para todas aquellas
personas que quieran disfrutarlo, tanto por su lectura co-
mo por la contemplacién de sus 250 laminas. Te lo puedes
leer con diversos niveles de profundidad: partiendo desde
la mera curiosidad, mientras disfrutas del buen tiempo en
una terraza, puedes llegar hasta la sesuda confirmacién,
con lapiz y papel, de detalles que te pueden ayudar en tus
«conversaciones matematicasy.

La estructura elegida por el autor para la introduccién
de los contenidos ha sido la cronolégica: comenzando 150
millones de afios atrés, nos cuenta cémo las hormigas son
capaces de recorrer enormes distancias y volver al lugar de
origen sin necesidad de deshacer lo andado... jgracias a que
cuentan sus pasos!, y concluye con tres entradas fechadas
en 2007, sobre la posibilidad de un Universo «matemati-
zabley.

Dice el autor en la cuidada introduccién del texto que
«(aungue) este texto puede parecer... un largo catdlo-
go de conceptos aislados... (es) evidente que el obje-
two final de cientificos y matemdticos no consiste en
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una mera recopilacion de hechos... sino comprender la
organizacion, los principios rectores y las relaciones
entre estos hechos...».

La ventaja de esta estructura es evidente para la es-
trategia que se elija por parte de quien lo lea: de corrido,
desde el inicio hasta el final;, o bien disfrutando de una
«lectura salteaday, tan grata cuando de aprovechar los
ratos muertos se trata. Ademas, el acompanamiento de
las entradas con un pie de pagina que relaciona cada una
de ellas con otras en el resto del libro, es una verdade-
ra ayuda-tentacién para que la lectura del texto sea una
experiencia no-lineal.

La fundamentacién de cada una de las entradas esta
mas que justificada; pero, ademaés, es de agradecer lo que
supone de invitacién a posteriores lecturas para la perso-
na interesada: son ocho tltimas paginas dedicadas a dar

referencias detalladas para cada una de las 250 entradas.

En resumen, se trata de una nueva aventura matemaé-
tica de un autor que tiene, entre otras muchas cualidades,
la habilidad de dar definiciones sugerentes para hechos
divertidos. Por ejemplo, a él se deben definiciones como
las de «numero de Leviatdny, «factoriény, ola de «nu-
mero vampiroy. Por cierto, un nimero natural con un
numero par de digitos, digamos 2k, se dice que es un «na-
mero vampiroy si puedes encontrar otros dos ntimeros, de
k digitos cada uno, tales que factorizan al primero y, a
su vez, se puede obtener como una permutacién o de los
digitos en la yuxtaposicién de estos ultimos. Por ejemplo,
1260 es vampiro: 1260 = 21 x 60 = ¢(2160).

Resefia de Enrique de Amo Artero
Universidad de Almeria

Paginas web de interés

Expresiones matematicas en la web:
MathJax

-

MathlJar

MathJax Is an open source JavaScript
engine for mathematics that works
modem browsers.
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www.mathjax.org

MathJax te permite incluir, de una forma simple y
efectiva, expresiones matemaéaticas en paginas web usando
notacién BTEX o MathML, que surge como un proyecto
conjunto de la AMS (American Mathematical Society),
Design Science y la STAM (Society for Industrial and
Applied Mathematics).

Se trata de un JavaScript que permite visualizar por
pantalla expresiones matematicas y que funciona en todos
los navegadores modernos. No es necesario instalar ningtn
plugin, ni fuentes especiales, ni nada similar. Usa simple-
mente fuentes web y estilos CSS, en lugar de iméagenes
o peliculas flash, por lo que ademés no se pierde calidad
haciendo zoom.
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Un ejemplo

Se integra facilmente en wikis, paginas web o las mas
populares plataformas web. Ademas permite al lector co-
piar y pegar el codigo BTEX o MathML de dichas expre-
siones matematicas.

Se puede acceder directamente a MathJax a partir del
su servicio en red o descargarlo e instalarlo en un servi-
dor. Ademas es altamente configurable por lo que se puede
adecuar a las necesidades de cada usuario. Actualmente
estd siendo utilizado en numerosos sitios y plataformas
web, como Elsevier, MathSciNet, Cern document ser-
vice, MathDL, varios repositorios de recursos educativos
y plataformas E-learning, varias aplicaciones web asi como
numerosos blogs y webs personales.

Resefia de José Carmona Tapia
Universidad de Almeria
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Citas Matemadticas

«La Matemdtica no es una citencia, sino la Ciencias.

Félix Auerbach (1856-1933),
fisico aleman.

MATEMATICAS UNIVERSITARIAS

«S1 no soportas el dlgebra, no te metas en la biologia
evolutivay.

John Maynard Smith (1920-2004),
bidlogo evolutivo inglés.

Cifrado Homomoarfico

José Luis Gémez Pardo
Universidade de Santiago

Supongamos el siguiente escenario. Se va a proceder
a una votaciéon electrénica para elegir un candidato entre
varios posibles y se pretende garantizar la confidencialidad
del voto, de tal modo que ninguna otra persona pueda sa-
ber a qué candidato concreto ha votado cada elector. Voy a
indicar a continuacién como la criptografia moderna hace
esto posible.

La idea basica consiste en usar un esquema de cifra-
do de clave piblica mediante el cual cada votante cifra su
voto usando la clave publica de una autoridad que sera la
encargada de contabilizar el resultado final de la votacién
(recordemos que la clave publica se usa para cifrar y la cla-
ve privada, que sblo es conocida por el usuario poseedor
de la misma, se usa para descifrar). Pero un esquema de
cifrado de clave piblica arbitrario no es suficiente para lo
que se pretende pues la autoridad encargada del recuento
de votos tampoco deberia saber a qué candidato ha vota-
do cada uno de los electores. Es decir, se trata de que se
puedan sumar los votos sin necesidad de descifrarlos.

Una forma de conseguir esto podria ser usando un es-
quema de cifrado homomdrfico, en el sentido de que el
algoritmo de descifrado define, para una clave privada da-
da, un homomorfismo de grupos entre el espacio de los
criptotextos y el de los mensajes (o textos claros). La idea
seria entonces enviar a la autoridad encargada del recuento
el producto (con la operacién del grupo de los criptotex-
tos) de todos los votos cifrados (favorables y no favorables)
correspondientes a un candidato y la autoridad obtendria,
al descifrar dicho producto, el producto de los correspon-
dientes votos sin cifrar, lo que le permitiria calcular el

10Véase, p. ej., [3] para una definicién precisa de este concepto.
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nimero de votos favorables alcanzado por el candidato en
cuestién pero no averiguar el voto individual de cada uno
de los electores.

El esquema homomoér-
fico méas conocido que po-
dria ser usado para este fin
es la versién basica de RSA
(cf., por ejemplo, [3] para
los detalles) pero, aunque
la propiedad homomorfi-
ca funcionaria bien para el
propoésito indicado, existe
otro inconveniente fundamental que haria que no se con-
siguiera el objetivo. El problema es que RSA basico no es
CPA seguro 0 en el sentido de que es vulnerable a un ata-
que con texto claro elegido (‘CPA’ = ‘Chosen Plaintext
Attack’) como consecuencia de tener algoritmo de cifrado
determinista. En el caso de la votacién este ataque es es-
pecialmente facil de montar pues el adversario que observa
un voto cifrado solo tendria que cifrar con la clave piiblica
el voto favorable y el no favorable y comparar el voto que
trata de descifrar con los criptotextos obtenidos.

Rivest, Shamir y Adleman, crea-
dores del cifrado RSA en 1977

Existen variantes de RSA que son CPA seguras ba-
jo hipoétesis razonables pero, para obtener esta propiedad,
usan relleno aleatorio que se afiade al mensaje antes de
cifrarlo, lo cual hace que ya no sean homomérficos. Sin
embargo, también existen otros esquemas de cifrado que
son a la vez CPA seguros (bajo la hipoétesis de que un
cierto problema computacional es dificil) y homomorficos
y, como vamos a ver, pueden ser usados para conseguir
nuestro objetivo inicial.

Un esquema que cumple estas condiciones es el esque-
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ma de cifrado de Paillier (cf. [3]), que se puede describir
como sigue. Se generan dos primos grandes de igual longi-
tud, p y q, y se obtiene la clave pablica n = pq y la clave
privada (n, $(n)), donde ¢p(n) = (p—1)(q—1). El espacio
de los textos claros es Zn y el de los criptotextos Z , (el
grupo de las unidades de Z,:) y, para cifrar un mensaje
m € Zn se elige un v € Z}, al azar y se calcula:

E(n,m):= ((1+n)™ ) méd n? € Z5,.

Para descifrar el criptotexto ¢ = E(n, m) con la clave
privada (n, ¢(n)), se calcula:
(c®) méd n2) —1
n

. () med n2)—1
donde el cociente (¢ modn7)=1

La seguridad del esqueTIlna de cifrado de Paillier se basa
en el problema de decision de la residuosidad compues-
ta, que es el problema de distinguir un elemento aleatorio
de Z7, de un elemento elegido aleatoriamente en el con-
junto de los residuos n-ésimos mddulo n?, es decir, los
elementos de Z , que son potencias n-ésimas. Se verifica
entonces:

m = D((n, ¢(n)),c): ~¢(n)"! moéd m,

se calcula en Z.

» Si el problema de decisién de la residuosidad com-
puesta es dificil, entonces el esquema de Paillier es
CPA seguro.

= El esquema de cifrado de Paillier es homomorfi-
co, en el sentido de que, dados my,m; € Z, ¥y
¢1 = E(n,my),c2 = E(n,my) € Zj,, se verifica
D((n,$(n)),cq - c2 méd n?) = (my + m,) méd n.

La primera de estas propiedades nos permite suponer
que el esquema de Paillier es CPA seguro. La segunda nos
dice que la aplicacién de Z} , a Z;, inducida por el algorit-
mo de descifrado con una clave fija, es un homomorfismo
de grupos que hace corresponder a un producto de crip-
totextos en Z7, la suma de los textos claros correspon-
dientes en Z, . Asi, este esquema se adapta especialmen-
te bien al problema de la votacién planteado al principio
pues basta considerar que ‘O’ es el voto neutro, ‘1’ es el
voto favorable y cada votante emite su voto para un can-
didato cifrando con el esquema de Paillier uno de estos
dos mensajes. Si los votos emitidos por t votantes para un
candidato son mj, my,... m¢ € Z,, y los correspondientes
votos cifrados son c1,c¢z,...,ct € Z7,, entonces los votos
pueden ser sumados sin necesidad de descifrarlos, calcu-
lando ¢ := [[;_, ci méd n? € Z,, que es el resultado
que se enviara a la autoridad que realiza el recuento. Esta
descifrara el criptotexto ¢ con su clave privada y, como la
funcién de descifrado es un homomorfismo, obtendra:

t
E m; méd n
i=1

que, suponiendo que el nimero t de votantes es menor que
N, es precisamente el nimero de votos favorables obtenido
por el candidato. Sin embargo, la autoridad no conoce los
ci y por tanto no llega a conocer quien ha votado a cada

N crypto.stanford.edu/craig/craig-thesis.pdf .
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candidato. Ademas, los votantes tampoco llegan a conocer
los votos emitidos por los restantes votantes.

La idea de esquema homomorfico se puede extender a
un concepto mucho mas potente, que no se limite a compu-
taciones con criptotextos usando la operacién de un grupo,
sino que permita realizar con los criptotextos computacio-
nes arbitrarias expresables mediante circuitos booleanos
(véase, p. €j., [1] para una discusién de la computacién
por circuitos). Esto lleva al concepto de esquema de ci-
frado completamente homomdrfico, un esquema dota-
do de un algoritmo eficiente Fval que, dada una clave
plblica pk y la correspondiente clave privada sk, un cir-
cuito booleano C y criptotextos ¢; = E(pk, mi), devuel-
ve ¢ = Bwal(pk,C,ci,...,ct), con la propiedad de que
D(sk,c) = C(mq,...,my), de modo que sin usar la clave
privada ni conocer los textos claros m;, se puede obte-
ner un criptotexto valido correspondiente al texto claro
C(mq,...,my¢). La aplicacién mas importante probable-
mente sea la computacidon en nube (cloud computing).
Por ejemplo, un usuario que tiene una base de datos ci-
frada y almacenada en un servidor, puede realizar una
computacién directamente en el servidor sin tener que ba-
jar los datos y descifrarlos (en cuyo caso estaria desapro-
vechando las ventajas de la computacién en nube).

Las ventajas de un esque-
ma de cifrado completamente
homomorfico ya fueron apre-
ciadas en 1978, cuando Ri-
vest, Adleman y Dertouzos [4]
definieron el concepto y plan-

Craig Gentry tearon el problema de la exis-
tencia de un tal esquema. Este era un problema muy difi-
cil, que no fue resuelto hasta 2009, cuando Craig Gentry
obtuvo en su tesis doctoral [2] un esquema completamen-
te homomorfico que es CPA seguro bajo ciertas hipétesis
razonables sobre problemas de reticulos. El esquema es efi-
ciente en el sentido de que es de tiempo polinémico pero
no es lo suficientemente eficiente para su uso en la prac-
tica. Sin embargo, se trata de un avance muy importante
que ha abierto una linea de trabajo muy prometedora.

Nota. Una versiéon mas extendida y detallada de este ar-
ticulo aparecerd en La Gaceta de la RSME.
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MATEMATICAS APLICADAS

i Qué ocurre cuando
bruscamente?

Miguel Angel Burgos Pérez

Aurora Sdnchez Gordo

Veronica Toro Ramirez

Alumnos de Matemdticas de la UAL

Cuando circulamos por una carretera, corremos el ries-
go de que algo inesperado se cruce en nuestro camino y
demos un frenazo. Estamos acostumbrados a que se nos
advierta de los peligros de ir distraido al volante o de man-
tener la distancia de seguridad. Parece légico que de no ser
asi aumentamos el riesgo de tener un accidente; sin em-
bargo, muchos de nosotros mantenemos la fe en nuestros
reflejos. Pero, jqué ocurre si gracias a nuestra increible ca-
pacidad de reaccidén logramos frenar bruscamente cuando
nos encontramos con un obstaculo evitando incluso invadir
el carril contrario? ;Qué pasa con los vehiculos que vie-
nen por detrds de nosotros? ;Cémo influye la velocidad
que llevamos en ello? ;Y la distancia de seguridad?

Este fenémeno lo
hemos estudiado en la
asignatura de Cdlcu-
lo Numérico, imparti-
da en 4.° curso de la Li-
cenciatura en Matema-
ticas.

Para simplificar el
problema, se supone
que se dispone de N vehiculos con la misma longitud L
y la misma masa m, circulando en el mismo carril sin ade-
lantamientos. Se considera, ademas, que todos los coches
se mueven a la misma velocidad v y que estan a una dis-
tancia d uno de otro. Se supone, también, que todos los
conductores tienen el mismo tiempo de reaccién.

Basandose en los resultados propuestos en el libro
«Mathematical Modelling. A case studies approachs
de la AMS (American Mathematical Society) y, tenien-
do en cuenta la densidad de coches en un punto xo en
el instante t (nimero de coches en un intervalo centrado
en xo dividido entre la longitud de dicho intervalo), que
en este caso queda simplificada al encontrarnos en una si-
tuacién de equilibrio (velocidad y distancia constantes);
la densidad méaxima (situacién que ocurre cuando los co-
ches se estan tocando), que implica velocidad nula; y la
perturbacién (diferencia entre la posicién que ocupa cada
coche cuando se produce la maniobra de frenado y la que
hubiese ocupado si se hubiese seguido manteniendo la si-
tuacién de equilibrio), se llega a una ecuacién diferencial
cuya solucién conduce a los resultados que se exponen a
continuacién.

Si particularizamos el problema a vehiculos de 6 me-
tros de longitud (magnitud que se considera como media
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un coche frena

de la longitud que puede poseer un vehiculo junto con la
distancia de seguridad) cuyos conductores poseen un tiem-
po de reaccién de 0,5 segundos, se estudidé lo que ocurria
cuando el primer coche frenaba durante un segundo en los
siguientes casos:

Earuransidn dung azach

Figura 1: 10 vehiculos a 100 km/h por carretera

Suponiendo una densidad de trafico de 40 vehiculos por
kilémetro (situacién que se puede producir en una autovia
o carretera convencional en buenas condiciones) y obser-
vando a 10 vehiculos que circulan a una velocidad de 100
km/h durante 50 segundos después de que el conductor
del primero de ellos frene bruscamente, el resto reacciona
a tiempo y no se producen colisiones, como se observa en
la Figura 1.

Faruroncidn deng nancn

Figura 2: 8 vehiculos a 45 km/h por ciudad

Sin embargo, si nos trasladamos a un entorno de ciudad
y aumentamos considerablemente la densidad de trafico,
vemos en la Figura 2 como al observar 8 vehiculos que cir-
culan a 45 km/h durante 20 segundos después del frenado
del primero, se producen choques entre los tres primeros,
aunque obviamente no de mucha gravedad.

Por 1ltimo, al observar 6 vehiculos que suponemos cir-
culan por una autovia (densidad de tréafico de 40 vehiculos
por kilémetro) durante 30 segundos después del frenado
del primero, se obtuvieron dos resultados distintos segin
si estos circulaban a 120 km/h o a 130 km/h.
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Figura 3: 6 vehiculos a 120 km/h por autovia

En el primer caso, como se puede comprobar en la Fi-
gura 3, no se produce ningin altercado aunque los tltimos
conductores tienen grandes dificultades para controlar sus
vehiculos. Pero en el segundo caso, si se produce un grave
accidente entre los dos dltimos coches unos 6 segundos y
medio después de que el conductor del primer automévil
frenase (Figura 4).

Ha habido una colisién
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Figura 4: 6 vehiculos a 130 km/h por autovia

Al grupo de estudiantes encargados de esta seccién nos
parece innecesario concluir esta seccién con una valoracién
de los resultados, ya que las graficas hablan por si solas, y
dejamos al lector que saque sus propias conclusiones y res-
ponda basandose en los datos a las cuestiones planteadas
al comienzo de este articulo. W
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