BOLETIN DE LA TITULACION DE MATEMATICAS DE LA UAL

Volumen XIX. Numero 3

29 de abril de 2026 ||

Curvas magicas

Inicialmente podriamos pensar que las palabras magia y matematicas no cuadran
excesivamente en la misma frase. Sin embargo, nada maés lejos de la realidad. jCuéntas
veces les hemos repetido a nuestros estudiantes que las matematicas estdn por todos
los lados a nuestro alrededor! En la magia también es posible encontrar matematicas.

Es cierto que en muchas situaciones esas matematicas no son facilmente detecta-
bles y ahi es donde la magia aparece.

En este articulo, el divulgador Sergio Belmonte nos muestra un «truco» curioso,
basado en conceptos matematicos muy bellos y profundos, que nos permitird ponerlo

Sergio Belmonte en la UAL

en pratica y sorprender a las personas asistentes a la reunioén.

(Ver articulo en la pagina 24)

Matematicas en tiempos de los faraones

tematicos muy interesantes mas alla
de los griegos. Sin ir maés lejos, en el
antiguo egipto se desarrollaron meto-
dologias matemaéaticas de las que be-
bieron personajes tan célebres como
Euclides o Arquimedes. Cierto es que
nos ha llegado menos documentacién
al respecto, pero hay conceptos muy
interesantes dignos de estudiar.

Este es el caso de las denominadas
fracciones egipcias, que los escribas
utilizaban a la hora de realizar repar-
tos justos.

Papiro de Rhind
La historia de las matematicas ha
tenido tradicionalmente un enfoque
eurocéntrico, estudiando profusamen-
te el desarrollo de nuestra ciencia en
el &mbito occidental.
Sin embargo, hubo desarrollos ma- (Ver articulo en la pagina 20)

Editorial: Etica en la investigacion

En este editorial no tratamos habitualmente temas de investigacion al ser
el Boletin una revista de divulgacién. Sin embargo, en esta ocasién queremos
hablar de ética, y en concreto de ética en la investigacién.

La ética no atraviesa su mejor momento en muchos ambitos, y la inves-
tigacién cientifica no es una excepcibén, aunque es una necesidad. La presién
por publicar y lograr impacto puede llevar a préacticas cuestionables que van
desde la manipulacién de datos hasta la apropiacién de ideas. Esto no es solo
hacer trampa, sino romper la confianza en el método cientifico y en la ciencia
en general, con consecuencias que alcanzan a toda la sociedad y favorecen la
desinformacién.

Investigar no consiste Ginicamente en producir resultados, sino en hacerlo
de manera responsable y honesta.

Esta reflexién no debe limitarse tinicamente a la investigacién, sino exten-
derse a todo el &mbito académico. Porque valorar y cuidar la ética es la tnica
forma de preservar la credibilidad del conocimiento y de reforzar una convi-
vencia basada en la responsabilidad, el pensamiento critico y la honestidad.

Resumen

Actividades matematicas p. 2

Ensefianza primaria p. 7

Ensefianza secundaria p. 9

Concurso de problemas p. 12

Divulgacion matematica p. 14

Territorio estudiante p. 26

Correo electrénico:
bmatema@ual.es

EDITORES

Juan José Moreno Balcazar
balcazar@ual.es

Isabel Maria Ortiz Rodriguez
iortiz@ual.es

Fernando Reche Lorite
frecheQual.es

ISSN 1988-5318
Deposito Legal: AL 522-2011



mailto:bmatema@ual.es
mailto:balcazar@ual.es
mailto:iortiz@ual.es
mailto:freche@ual.es

Actividad matematica

Volumen XIX. Nimero 3 2 / 29

Actividades matematicas

Entrega del premio del Boletin

El pasado 23 de abril
se hizo entrega del premio
del Concurso de problemas
del Boletin a Juan Fran-
cisco Mateu Contreras en
el Centro Educativo Aga-
ve de Huércal de Almeria.
Al acto acudieron todos sus
compaieros de primero de
Bachillerato.

Aprovechando que este
afio se celebra el centenario
del fallecimiento del arqui-
tecto catalan Antoni Gaudi, Fernando Reche impartié la
conferencia titulada La geometria en la obra de Gaudsi.

El premiado con su profesor

Dia Internacional de las Matematicas

Con motivo del Dia Internacional de las Matemd-
ticas, la Facultad de Ciencias Experimentales celebro
una jornada en la que participaron 250 estudiantes de Se-
cundaria y Bachillerato procedentes de 7 institutos de la
provincia de Almeria.

Un momento de la actividad

El evento comenz6 en el auditorio de la UAL con la
conferencia interactiva Las matemadticas en la magia y
viceversa, impartida por Sergio Belmonte Palmero, vice-
presidente del Museo de Matematicas de Cataluiia, quien
logré cautivar al publico combinando conceptos mateméa-
ticos con sorprendentes trucos de magia.

Posteriormente, los estudiantes participaron en la ac-
tividad Los decimales de m, en la que, por tercer aio, se
desplegd una extensa pancarta en el pasillo central de la
Universidad con las 600 primeras cifras decimales de este
emblematico nimero.

Los decimales de 1

El Dia Internacional de las Matemdticas se celebra
cada 14 de marzo y fue proclamado por la Conferencia
General de la UNESCO. Desde entonces, la Unwversi-
dad de Almeria se ha sumado a esta conmemoracién con
actividades vinculadas al ntimero 7t 1.

Viernes cientificos 120 y 121

La Facultad de Ciencias Ezperimentales ha comen-
zado el segundo cuatrimestre con la organizacién de dos
nuevas ediciones de Los Viernes Cientificos dedicados
a las matematicas y a la fisica. La edicién 120 se celebrd
el 20 de febrero, teniendo como ponente invitado a An-
tonio J. Durdn, miembro del Instituto de Matemdticas
de la Unwversidad de Sevilla (IMUS), quien imparti6 la
conferencia titulada La funcion zeta de Riemann y la
distribucion de los numeros primos.

o~ Instituto de matematicas @ rvceieven
Wniversidad desevilla ¢ Si%

Antonio J. Durdn con el decano de la Facultad de
Ciencias Experimentales, Juan José Moreno Balcd-
zar, en la presentacion de la conferencia

En la charla, Duréan realizé un recorrido histérico por
la célebre Hipétesis de Riemann, planteada hace 200 afios,
y abordé los avances mas recientes relacionados con dicha
hipétesis, dejando claro que, aun sin resolverse, continta
siendo una fuente de inspiracién tanto cientifica como ar-
tistica.

Por su parte, Renato Alvarez Nodarse, catedratico del
Departamento de Anéalisis Matematico de la Universidad
de Sewilla, fue el encargado de impartir la edicién 121,
celebrada el 20 de marzo.

1La jornada puede verse en el canal de YouTube de la Facultad: www.youtube.com/watch?v=P40SWT6lwmA.
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Renato Alvarez momentos antes de comenzar su con-
ferencia

Con la conferencia titulada 100 afios de la mecdnica
cudntica: la teoria mds desconcertante y revoluciona-
ria que haya existido jamds, presentd una visién histé-
rica de los grandes retos de la fisica, remontédndose hasta
abril de 1990, y realizé una mirada al momento presen-
te, destacando cémo la teoria cudntica impulsa y sustenta
gran parte de la tecnologia que utilizamos actualmente en
nuestra vida cotidiana.

Ambas conferencias estdn disponibles en el canal de
YouTube de la Facultad:

e Conferencia 120:

www.youtube.com/watch?v=_TOIM1XcQZk.

e Conferencia 121:

www.youtube.com/watch?v=dWQcXsFzpiw.

Dia Internacional de la Mujer y la Nina en
la Ciencia

Como cada afo, el 11 de febrero se celebrd el Dia In-
ternacional de la Mwer y la Ninia en la Ciencia. Para
conmemorar esta fecha, el Vicerrectorado de Igualdad,
Inclusion y Compromiso Social de la UAL organizé una
nueva edicién de la actividad Una cientifica visita tu cen-
tro, en la que participaron 126 investigadoras que visitaron
cerca de 100 centros educativos de toda la provincia.

Esta iniciativa se enmarca en el programa Innovadoras
del Futuro: Seminarios de Ciencia, Tecnologia, Géne-
ro y Vocacidn, financiado por el Instituto de las Mujeres
del Minasterio de Igualdad, y se ha consolidado durante
diez afios como una red clave entre la universidad y los
centros de secundaria para acercar la ciencia y la tecnolo-
gia a las jévenes, destacando el papel de las mujeres en las
areas STEAM, para fomentar vocaciones cientificas.

En el ambito de las mate-
maticas participaron Ana Belén
Castafio Fernandez, quien visi-
té los centros de Vera IES El
Palmeral y IES Alyanub, Isa-
bel M2 Romero Albaladejo y M2
del Mar Garcia Lépez, quienes
de manera conjunta visitaron el
IES Rio Aguas de Sorbas y el

NA CIENTIFICA
VISITA TU CENIRO

ANA BELEN
CASTANO FERNANDEZ
AL ea de Matemdticas Aplicadas

(©) http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX

IES Murg: de El Ejido. Estas investigadoras compartie-
ron sus experiencias, explicaron en qué consiste su trabajo
y animaron a las estudiantes a interesarse por la ciencia y
la investigacion.

Investigadoras de la Facultad de Ciencias Experimentales

Siguiendo la tradicién de afios anteriores, la Facultad
de Ciencias Experimentales celebro esta efeméride me-
diante la realizacién de una foto conjunta de todas las
docentes e investigadoras de la Facultad, como simbolo de
la fuerza, el talento y el compromiso de las mujeres en el
ambito cientifico.

VI Feria Aula Almeria

Durante los dias 21 y 22 de
abril, el campus de la Unwver-
sidad de Almeria ha acogido la
VI Feria Aula Almeria «Cons-
truye tu futuroy, un espacio di-
rigido a ayudar a los jovenes de
nuestra provincia a elegir sus es-
tudios y profesiéon mediante una
visién actualizada de titulacio-
nes universitarias y ciclos forma-
tivos. Ademas, el IPEP presenté
la oferta formativa de Enseflanza para Adultos.

2 5
Ven y participa en 5’A

T FERIA AULA

21Y 22 ABRIL

De 8:30 2 14:30h,

ADTEE

Cartel anunciador

Organizada por la Unwversidad de Almeria, en co-
laboracién con la Junta de Andalucia, Diputacién de Al-
meria, Ayuntamiento de Almeria y Cajamar, la feria contd
con 32 stands, ademas de talleres y charlas divulgativas de
las distintas ramas de conocimiento, congregando a cerca
de 4000 estudiantes de secundaria procedentes de 70 cen-
tros de la provincia.

La Facultad de Ciencias Ezperimentales presentd
las titulaciones que se imparten en el centro mediante la
conferencia T4 eres Ciencia, accién que se complementd
con las actividades de caracter lidico—divulgativo realiza-
das por su asociacién estudiantil DELTA, que brindaron
a los asistentes la oportunidad de descubrir el mundo de
la ciencia.

ISSN 1988-5318
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Encuentro en Huelva de la primera promo-
cion del Grado Interuniversitario en Fisica

El 26 de febrero, la Universidad de Huelva recibid
oficialmente a los estudiantes de la primera promociéon del
Grado en Fisica de la Unwersidad de Almeria, una titu-
lacién pionera que se imparte de forma conjunta en las dos
universidades. Los estudiantes compartiran su formacién
entre las universidades a lo largo de sus estudios, siendo la
movilidad obligatoria en los cursos de segundo y tercero.

Foto de familia

El Grado Interuniversitario en Fisica ha sido disefiado
para preparar a los futuros fisicos en areas criticas como
las energias renovables, la fisica de materiales y la compu-
tacién avanzada. Su puesta en marcha conjunta viene a
cubrir la demanda en ambas ciudades por estos estudios
que cuentan con una alta empleabilidad.

Jornada sobre el papel de las matematicas
en la agricultura

El 10 de abril, el Centro de Desarrollo y Trans-
ferencia de Investigacion Matemdtica a la Empresa
(CDTIME), en colaboracién con la Red FEsparniola de
Matemdtica—Industria (Math—In), organizé la jornada El

papel de las matemdticas en la agricultura 4.0 y 5.0,
con el objetivo de explorar soluciones matematicas aplica-
das a los retos actuales de la agricultura.

UNIVERSIDAD
DE ALMERIA

Un momento de la actividad

El evento supuso un foro de transferencia de cono-
cimiento entre la universidad y el sector agricola en el
ambito de las matemaéticas, fomentando la colaboracién
entre investigadores y empresas. El programa de la jornada
se puede consultar en www2.ual.es/cdtime/industryday.

Actividades de la SAEM Thales

La SAEM Thales estd organizando las siguientes ac-
tividades:

e XLI Olimpiada Matemdtica Thales para estudian-
tes de 2.° de ESO. El 14 de marzo se celebr6 la Fase
Provincial en el IES Gaviota (Adra). Del 7 al 10 de
mayo sera la fase regional en Cérdoba, y del 24 al 27
de junio la fase nacional en Lugo.

o XXII JAEM 2026: Un viaje al intertor de las ma-
temdticas, que se celebrard en Jaén, del 1 al 4 de
julio de 2026. Mas informacién en 22.jaem.es.

Noticias matematicas

Columnas de divulgaciéon matematica

Los periédicos almerienses Diario de Almeria e Ideal
publican regularmente articulos de divulgacién cientifica
en colaboracién con la Facultad de Ciencias Experimen-
tales. Los relacionados con las matematicas, desde la pu-
blicacién del dltimo ntmero del Boletin, son:

e La inteligencia artificial y el bien comiin, por Enri-
que de Amo Artero (31/01/2026).

e La dictadura del algoritmo, por Fernando Reche Lo-
rite (06/03/2026).

e Matemaéticas y economia de la guerra, por Enrique
de Amo Artero (16/04/2026).

(©) http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX

12 de mayo, Dia Internacional de las Mu-
jeres Matematicas

El 12 de mayo se celebra, desde 2019, el Dia Interna-
cional de las Mujeres Matemdticas, una efeméride des-
tinada a reconocer y visibilizar la labor de las mujeres en
el ambito de las matematicas.

| 12 DE MAYO

Dia de las

Mujeres
Matematicas

L &
Logo de la actividad

Durante el mes de mayo, distintas instituciones y socie-
dades matemaéticas de todo el mundo organizaran activi-
dades como charlas, talleres y encuentros para destacar las

ISSN 1988-5318
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contribuciones de mujeres matematicas de distintas épo-
cas y fomentar la participacién de nuevas generaciones en
el dmbito cientifico.

Esta iniciativa fue impulsada por el Comité de Muje-
res de la Sociedad Matemdtica Irani en 2018 y coincide
la fecha elegida con el nacimiento de la matematica irani
Maryam Mirzakhani, primera mujer en recibir la Medalla
Fields.

Mas informacién en mayl2.womeninmaths.org.

LXII Olimpiada Matematica Espanola y
presentacion de la LXIII edicién que se ce-
lebrara en la Universidad de Almeria

La fase nacional de la Olimpiada Matemdtica Espa-
fiola (OME) se celebrd del 12 al 15 de marzo en la lo-
calidad de Las Rozas (Madrid). La competicién congregd
a 75 estudiantes procedentes de todo el pais, haciéndose
entrega de seis medallas de oro, doce de plata y dieciocho
de bronce.

LXII
MPIADA

Los premiados con medalla de oro

Las seis medallas de oro fueron otorgadas a: Pablo Frei-
re (Ourense), Pablo Arroyo (Madrid), Antonio Laso (Ma-
drid), Diego Alonso (Salamanca), Alejandro Zuate (Ma-
drid) y Guillermo Guerrero (Sevilla), quienes ostentan la
representacion del equipo espainol en la Olimpiada Inter-
nacional de Matematicas, que se celebrara en Shanghdi en
julio de 2026 y en la Olimpiada Iberoamericana de Mate-
maticas. jMucha suerte!

Ariadna Agzor Gabaldén,
estudiante de 4.°© de ESO del
IES Cura Valera de Huércal-
Overa, ha participado en es-
ta olimpiada en representa-
cién del equipo andaluz, tras
clasificarse en la fase local de
nuestra provincia y obtener la
novena posicién en la fase re-
gional. jEnhorabuena!

Enrique de Amo Artero y
Juan J. Moreno Balcazar acu-
dieron a Las Rozas y presen-
taron a la Unwversidad de

De izda. a decha. Enrique de
Amo, Ariadna Azor, Juan J.
Moreno y Rosendo Ruiz

Almeria como sede de la Olimpiada Matematica Espa-
fiola 2027.

European Girls’ Mathematical Olympiad
2026

La Olimpiada Femenina Europea de Matemdticas
(EGMO) se celebro6 durante los dias 9 y 15 de abril en Bur-
deos (Francia). Se trata de una competicién internacional
en la que participan delegaciones de cincuenta paises, con
el objetivo de fomentar el talento matematico entre las jo-
venes y promover la igualdad de género en las disciplinas
cientificas.

El equipo espafriol

El equipo espaiiol estuvo integrado por: Vera Moran-
cho Bargas (Barcelona), Violeta Jaikin Zlobina (Madrid),
Claudia Garcia Navarro (Madrid) y Liss Marian Estevez
Sudarez (A Coruifia), tras clasificarse en las cuatro primeras
posiciones de la III Olimpiada Matemdtica Femenina,
que se celebro el 14 de febrero en Ledn, donde compitie-
ron con las mejores estudiantes clasificadas en las Fases
previas de la Olimpiada Matematica Espaiiola. La repre-
sentante almeriense, Ariadna Azor Gabaldén, fue una de
las seleccionadas para participar en esta olimpiada.

Noche Europea de los Investigadores 2026

Desde el Vicerrectorado de Politica Cientifica de la
UAL se estd organizando la decimoquinta edicién de La
Noche Europea de los Investigadores en Almeria, que
se celebrara el 25 de septiembre. Las matemaéticas, como
todos los afios, estaran presentes 2.

Premio Abel 2026 para Gerd Faltings

El mateméatico aleméan
Gerd Faltings ha sido ga-
lardonado con el Premio
Abel 2026, otorgado por
la Academia Noruega de
Ciencias y Letras «por sus
influyentes aportaciones
a la geometria aritméti-
ca y su impacto duradero en la teoria de numeross.

Gerd Faltings

2Mas informacién en www.ual.es/otri/divulgacion-cientifica/la-noche-europea-de-los-investigadoros-2026.
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Faltings, ganador de la Medalla Fields en 1986, alcan-
z6 gran reconocimiento al resolver la conjetura de Mordell,
un avance clave para resultados posteriores como el altimo
teorema de Fermat. Su trabajo ha sido esencial para el de-
sarrollo de la geometria aritmética moderna y ha influido
en numerosas areas de las matematicas.

El premio, conocido como el «Nobel de las mateméa-
ticasy, estd dotado con 7,5 millones de coronas noruegas
(unos 680 000 euros). La ceremonia de entrega se celebrara
en Oslo en mayo.

XXVII Encuentro Nacional de Estudiantes
de Matematicas

La XXVII edicién del Encuentro Nacional de Es-
tudiantes de Matemdticas (ENEM), organizado por la
Asociacion Nacional de Estudiantes de Matemdticas
(ANEM), se celebrara en Santiago de Compostela del 19
al 24 de julio.

o

Logo de la actividad

Este evento retine a estudian-
tes de toda Espana con el obje-
tivo de aprender, compartir co-
nocimientos y conectar con otros
jovenes interesados en las mate-
maticas, al mismo tiempo que les
brinda la oportunidad de acercarse al mundo profesional
mediante el contacto directo con empresas del sector.

Durante esos dias, expertos en areas de matemati-
cas, fisica e inteligencia artificial impartirdn conferencias,
ademaés habra talleres y ponencias breves en las que los
propios participantes podran compartir ideas y habilida-
des. Mas informacién en: enem.anem.es/2026.

First Lego League Edicion 2025/26

El 14 de febrero se celebr6 la First Lego League edi-
ciom 2025/26, un evento educativo organizado por la UAL
y la Asociacidn Ingeniera Soy, enmarcado en un progra-
ma internacional que acerca a los jovenes a la ciencia, la
tecnologia, la ingenieria y las matematicas (STEAM) de
forma practica y divertida.

A través de distintos retos y actividades, los partici-
pantes desarrollaron habilidades como la creatividad, la
resoluciéon de problemas y el trabajo en equipo, ademas
de ganar confianza en el uso de la tecnologia y despertar
su interés por las vocaciones cientificas.

En esta edicién, la categoria FIRST LEGO League
Challenge, dirigida a participantes de entre 10 y 17 afios,

se centr6 en el desafio Unearthed, relacionado con la ar-
queologia. Durante meses, los equipos trabajaron en pro-
yectos de innovacién y en el disefio y programacién de
robots. El evento también incluy6 las categorias Discover
y Ezplore, lo que permitié la participaciéon de escolares
desde los 6 afios.

Un momento de la actividad

En total, participaron més de 170 estudiantes dis-
tribuidos en 24 equipos, resultando ganador el equipo
Robética Alhadra. Ademaés, se entregaron varios premios
que reconocieron aspectos como los valores, la innovacién
o el disefio del robot, en una jornada marcada por el
aprendizaje, la cooperacién y el fomento de las disciplinas
STEM entre los mas jovenes.

Les Maths en Scéne

L it o Su®

Les Maths ou on ne les attend pas !

Logo de la actividad

Del 26 al 28 de marzo se celebrd la décima edicién
del festival Les Maths en Scéne en la ciudad francesa de
Toulouse.

Nuestro compafiero José Luis Rodriguez Blancas pro-
puso un taller sobre cénicas utilizando diversos recursos,
entre ellos, la herramienta NeoTrie VR que permite la
exploracién interactiva mediante realidad virtual de estos
lugares geométricos.

Nos visitaron. . .

En el transcurso de estos meses nos han visitado in-
vestigadores de diferentes universidades nacionales e in-
ternacionales con las que los grupos de investigaciéon de
matematicas de la UAL colaboran activamente en el desa-
rrollo de sus actividades.

Tuvimos el honor de tener entre nosotros a Engin Bii-

(©) http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX

yiikagik, del Izmir Institute of Technology de Izmir (Tur-
quia); Maciej Czarnecki de University of L6dz (Polonia);
Rachid El Maaouy, del Ecole Marocaine des Sciences de
I'Ingenieur de Rabat (Marruecos); Abdenacer Makhlouf,
de Université de Haute Alsace (Francia); y Alexis Molino
Salas, de la Universidad de Granada.
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Preguntas frecuentes

{Qué areas conforman el departamento de
Matematicas de la Universidad de Alme-
ria?

El departamento de Matematicas de la Universidad
de Almeria esta formado por cinco areas de conocimiento:
Algebra; Andlisis Matemdtico; Estadistica e Investiga-
cion Operatiwa; Geometria y Topologia, y Matemdtica
Aplicada.

El personal docente e investigador de estas areas es el
encargado de impartir la docencia de las distintas asigna-
turas del Grado en Matematicas, asi como de otras titula-
ciones de la universidad. Ademas de su labor docente, €l
departamento cuenta con diversos grupos de investigacién
en los que participan investigadores de las diferentes areas.
Entre ellos se encuentran: Andlists Matemdtico; Teoria
de Cépulas y Aplicactones; Categorias, Computacion
y Teoria de Anillos; Modelos Aleatorios y Disenio de
Ezperimentos; Teoria de Aprozimacion y Polinomios
Ortogonales y Andlists de Datos.

. Qué estudios relacionados con las Mate-
maticas se pueden realizar en la Universi-
dad de Almeria?

A nivel de grado, en la Unwersidad de Almeria se
pueden cursar el Grado en Matematicas y el Doble Grado
en Economia y Matemaéaticas. El primero tiene una dura-
ciébn de cuatro cursos académicos, mientras que para el
segundo es necesario completar un total de cinco cursos.
Ademés, directamente relacionado con las Mateméticas,
también se ofrece el Grado en Fisica, este grado se ha im-
plantado en el curso académico 2025/26 y se imparte de

ENSENANZA PRIMARIA E INFANTIL

forma conjunta con la Universidad de Huelva.

Por otra parte, una vez finalizados los estudios de
grado, es posible continuar la formacién en Matemati-
cas cursando alguno de los siguientes masteres oficiales:
Master en Matematicas y Doble Méaster en Profesorado
de Educacién Secundaria y Matematicas. Por dltimo, la
Universidad de Almeria también ofrece la posibilidad de
realizar el Doctorado en Matematicas.

.Donde puedo consultar la informacién so-
bre el Grado en Matematicas y el Doble
Grado en Economia y Matematicas?

Puedes consultar toda la informaciéon relativa a estos
estudios en la pagina web de la Unwversidad de Almeria,
en los siguientes enlaces encontraras los detalles de cada
titulacion:

e Grado en Matematicas:

www.ual.es/estudios/grados/presentacion/0419.

e Doble Grado en Economia y Matematicas:

www.ual.es/estudios/grados/presentacion/0463.

En estas paginas podras acceder a informacién como
el plan de estudios, el calendario académico, los hora-
rios o el calendario de exdmenes, asi como a las opciones
disponibles de becas y ayudas al estudio. Ademaés, para
conocer en profundidad cada asignatura, puedes consul-
tar las guias docentes, donde se detalla el profesorado, los
contenidos y el sistema de evaluacién.

Por cuatro esquinitas y la légica en

Educaciéon Infantil

Cristina Ayala-Altamirano
Universidad de Mdlaga

La resolucién de problemas es una de las competen-
cias centrales de las clases de educacién matematica, no
obstante jcémo presentamos los problemas al estudianta-
do de educacién infantil de modo que sea una experiencia
que tenga sentido y los motive?

En el grado de Educaciéon Infantil de la Universidad
de Mdlaga planteamos un taller que propone una posible
respuesta a esta interrogante proponiendo el uso de los
cuentos como una herramienta para situar las matemati-
cas y problematizar contextos cercanos y comprensibles
para los infantes. Este taller es la inspiracién para que el
alumnado luego cree nuevas situaciones a partir de otros

(©) http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX

cuentos.

En la experiencia que se puede descargar en la pagina
web hdl.handle.net/10630/45257, el cuento que inspira los
problemas planteados se denomina Por cuatro esquinitas
de nada, y fue escrito por Jéréme Ruillier. Es un libro ilus-
trado que matematicamente se centra en las formas de los
personajes —circulos y cuadrado— e invita a la reflexién
sobre la convivencia, las diferencias y la inclusién.

En el aula, antes de leer el cuento se presenta la porta-
da y se realizan preguntas para activar los conocimientos
previos del alumnado, tales como: ;Qué figuras observan
en la portada? ; Qué caracteristicas tienen? ; De qué creen
que trataré el cuento? Enseguida se procede a leer el cuen-
to y durante la lectura se hacen pausas para discutir, por
ejemplo, qué caracteristicas tienen los que pueden entrar
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en la casa, cudles son las diferencias entre cuadradito y los
circulos, qué soluciones propondrian para que cuadradito
pudiera entrar en la casa, entre otras cuestiones.

Tras leer el cuento se transfiere esta situacién a otro
contexto, esta vez se muestran las nuevas figuras que apa-
recen en el taller descargable. El alumnado del grado recor-
ta las figuras, para asi contar con un material manipulativo
y responder las actividades que se presentan luego. En el
caso de un aula de infantil la propuesta es tener las figuras
ya recortadas o reproducirlas empleando un material mas
resistente y en un tamaifio que favorezca la manipulacién
entre los infantes. El taller se centra en problemas que
promueven el razonamiento l6gico matematico, en concre-
to los objetivos son:

e Analizar las cualidades de las figuras: color, forma y
tamafio.

e Establecer relaciones de equivalencia a través de la
clasificacién de las figuras segtin cualidades comunes.
Primero una cualidad y luego dos.

e Representar las agrupaciones en diagramas (adapta-
dos al contexto y con forma de casas o diagramas
construidos con aros).

e Justificar la veracidad o falsedad de enunciados 16-
gicos.

Lo primero es describir las figuras, para esto se invita
al alumnado a construir tarjetas con los atributos que ob-
servan. En la figura 1 se muestra un ejemplo de las tarjetas
que ha construido el alumnado. Notar que han planteado
atributos que existes y por tanto se expresan como afir-
maciones (ser rojo) y otros atributos corresponden a las
negaciones y son seflaladas con una cruz (ser no rojo). El
primer grupo de etiquetas es el més sencillo y al llevar
esta experiencia al aula de infantil los infantes pudieron
construir estas etiquetas sin problema, no obstante, las
negaciones son mas complejas y su uso requiere de mayor
mediacién.

h\_Dibujen etqUeTas para Laua ey = === -

SNk
o
=

]

Figura 1. Etiquetas construidas por alumnado del grado

El segundo grupo de actividades busca promover el ra-
zonamiento deductivo. Es decir a partir de las etiquetas
que se muestran en las puertas el alumnado clasifica las fi-
guras mostrando quienes pueden o no entrar en cada casa.
Los problemas crecen en grado de complejidad al comen-
zar con etiquetas que muestran un atributo —primero de
forma afirmativa (ver figura 2) y luego de forma negativa—
y contintian con casas que muestran dos cualidades.

(©) http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX

8) 4Cudl s cualidan que 1 parmie enlrar ala casa?
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Figura 2. Casa en la que entran circulos

Las casas que tienen una puerta y dos cualidades ejem-
plifican el uso del conector «y», por ejemplo «ser grande
y tridnguloy, mientras las casas que tienen dos puertas
ejemplifican el conector «o», por ejemplo «ser amarillo o
no pequeiioy (ver figura 3).

) {Cul s la cusidad cus In purmis srirar s la sesa?

Figura 3. Tarea para el razonamiento deductivo

El tercer grupo de actividades se centra en tareas que
fomentan el razonamiento inductivo. Es decir que a par-
tir de casos particulares el alumnado tiene que determinar
cudl es la etiqueta de cada casa. Se muestran algunas figu-
ras que estan dentro, para que completen con la etiqueta y
el resto de las figuras (ver figura 4). Hay que recordar que
estas actividades se han realizado en la modalidad de fi-
chas de trabajo, pero con el alumnado de infantil es mejor
realizarlas en un formato diferente.

Figura 4. Tarea para promover el razonamiento inductivo

El cuarto grupo de tareas apunta a promover la justi-
ficacién y argumentar quién se ha equivocado de casa. Y
el quinto grupo de tareas busca transferir el conocimiento
adquirido en el contexto del cuento o un contexto diferen-
te y mas cercano a las matematicas formales, es por eso
que se presentan tres tipos de diagramas que muestran
distintos tipos de relaciones.

Una representacién muestra dos conjuntos separados
(disjuntos) que permiten clasificar figuras cuyos atribu-
tos no pueden observarse al mismo tiempo; por ejemplo,
ser tridngulo y circulo a la vez (ver figura 5A). Otra re-
presentacién muestra dos conjuntos con una interseccién
(ver figura 5B), lo que permite clasificar figuras que pue-
den compartir atributos; por ejemplo, una figura puede ser
amarilla y cuadrada a la vez. En este caso, la regién co-
mun representa las figuras que cumplen ambos atributos,
lo que hace que el diagrama sea mas complejo al contem-
plar varias combinaciones posibles.
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Figura 5. Distintos tipos de diagramas de Venn

Y el ultimo tipo de diagrama es el que representa que
un conjunto es subconjunto de otro (ver figura 5C), en
este caso todas las figuras del conjunto mayor comparten
un atributo general (por ejemplo, ser verdes), mientras
que dentro de él aparece un conjunto mas especifico for-

ENSENANZA SECUNDARIA

mado por aquellas figuras que, ademas de ser verdes, son
cuadradas.

En sintesis, esta experiencia que toma como contexto
un cuento ilustrado no se limita al reconocimiento de for-
mas, sino que propone un recorrido progresivo: identificar
atributos, etiquetarlos, clasificar figuras segtin condiciones
dadas (las «casasy), detectar errores y finalmente comple-
tar diagramas de Venn. Al apoyarse en el mensaje inclusivo
del cuento Por cuatro esquinitas de mada, la actividad
convierte la clasificacién en una experiencia con sentido
para el alumnado, ya que, a partir de una historia cerca-
na sobre diferencia y convivencia, les permite comprender
que establecer criterios no implica excluir, sino reconocer
atributos, analizar pertenencias y reflexionar sobre cémo
las reglas pueden adaptarse para incluir, favoreciendo asi
el desarrollo del razonamiento légico-matemaético en un
marco narrativo cercano. W

Matematicas en un cuadro

David Crespo Casteleiro
Instituto Provincial de Educacion Permanente (Almeria)

La educacién de adultos estd capitaneada, en este vér-
tice del mapa peninsular, por el Instituto Provincial de
Educacion Permanente (IPEP) de Almeria, del que de-
pende una extensa e intrincada red de centros formando
un galimatias de siglas que no reproduzco para evitar la
perplejidad del lector. Porque ciertamente, hasta tomar
conciencia de la complejidad del sistema, y la diversidad
de las modalidades ofertadas, ha podido transcurrir el pri-
mer trimestre.

Este alumnado, en algtin momento de un tiempo preté-
rito, se aparté del sistema educativo y no siempre tuvo la
capacidad de tomar aquella decisién, viéndose en muchas
ocasiones condicionado por su situacién socioeconémica.
Por lo tanto, y mucho mas alld de los saberes béasicos o
de los criterios de evaluacién, el profesorado se enfrenta
al reto de emplear una metodologia donde el alumnado
no vuelva a reencontrarse a la primera de cambio con los
mismos fantasmas del pasado.

El IPEP de Almeria tiene el handicap de evitar el aban-
dono tras los primeros exdmenes, por lo que la tipologia de
las actividades también debe sufrir una revisién. Dentro
de todas ellas, la Yincana es sin duda una que sobresale
del resto, tanto por aunar a todos los departamentos di-
décticos y ensefianzas, como por visibilizar la institucién,
llevando los contenidos fuera del aula para dar una vez
mas respuesta al mantra de «;y esto para qué sirve?s

Y puesto que se fecha para hacerla coincidir con la efe-
méride del Dia Internacional de la Mujer, su presencia
suele ser el eje vertebrador, siendo este afio bajo el le-
ma Y ellas ;qué pintan?, en la que usando algin cuadro
se pretende establecer la sinergia adecuada para trasladar

(©) http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX

conocimiento.

Dispuesto a dar una nota de color, el profesorado agru-
pado en torno a una pintura, y ataviado para el momento,
plantea actividades y retos evaluables que el alumnado
debe superar por equipos, al que también anima a disfra-
zarse.

il T T/

Ilustracion 1: Profesorado del IPEP

En esta ocasién, los matematicos y matematicas es-
tabamos muy solicitados, tanto que tuvimos que partici-
par en dos obras situadas en diferentes escenarios: Moulin
Rouge (de Toulouse-Lautrec en la plaza Careaga) donde
se ponia en valor el papel de aquellas bailarinas, plantean-
do problemas sobre proporcionalidad y porcentajes y La
Gtioconda (de Leonardo da Vinci en la plaza de la Ca-
tedral), trabajando cuestiones como la proporcionalidad
geométrica, enlazando conceptos de la razbén &urea y la
sucesién de Fibonacci.

Y es que el cuadro més famoso de la historia, es un
retrato pintado por el universal florentino a comienzos del
siglo XVI en el que muestra a Mona Lisa, esposa del comer-
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ciante de telas Francesco del Giocondo, razén que explica
el sobrenombre de Gioconda (Museo del Louvre, 2026).

El cinquecento se vio profusamente influenciado por
la cultura antigua, volviendo a renacer proporciones como
la divisién de un segmento en media y extrema razén, que
fue ampliamente estudiada, entre otros, por Leon Battista
en De re aedificatoria (1452) o por Luca Pacioli en La
divina proporcion (1498) con ilustraciones de da Vinci
(Crespo, 2024, pp 61-62). Estas fundadas razones hacen
que la Gioconda esté modelizada en términos del niime-
ro de oro (Corbalan, 2010, p. 106), al igual que multiples
espacios de la seo almeriense, lo que constituia el leitmo-
tiv de las tres actividades propuestas en relacién a este
cuadro.

La primera de ellas consistié en identificar proporcio-
nes notables en la portada principal, donde con la ayuda de
distintos rectangulos con razén aurea, raiz de cinco, raiz de
dos y duplo, ayudados de las homotecias, se pueden situar
tales poligonos gobernando los espacios (Crespo, 2024, pp.
78-92).

Tlustracion 2: el compds dureo

La segunda pretendia localizar la proporcién dorada en
el cuerpo humano, haciendo uso de un compaés &ureo, un
instrumento similar a un compéas donde el lugar de giro se
sit@ia en un punto en el que su longitud se divide en me-
dia y extrema razén, pudiendo con las aberturas paralelas
comprobar si se encuentran relacionadas de esta forma. En
efecto:

Puesto que los tridangulos ACB y B’CA’ son semejan-
tes (porque comparten el dngulo BCA = B/CA’ y tienen
los lados adyacentes proporcionales) y dado que €l punto
C divide al segmento AA’ en proporcién 4urea, es decir
&5 — o

AC AB
CA’  A'B’

= .

Aprovechando la soleria de la plaza de la Catedral, for-
mada por cuadrados cuyo lado tomamos como unidad, la
tercera actividad consistié en la confeccién de una espiral
de Fibonacci, una curva que se construye por la concate-
nacién de cuartos de circunferencia.
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Tlustracion 3: Espiral de Fibonacci

Sus radios son los términos de la famosa sucesién (don-
de los dos primeros términos son la unidad y a partir del
tercero se obtiene como la suma de los dos anteriores)
y que guarda una estrecha relacién con el ntimero de oro.
Comprobemos esta afirmacién, para lo que denotamos por
{Filnen ={1,1,2,3,5,...} y claramente:

Fr=1F=1
Fn+2 = Fn+1 + Fn
Esta ecuacién en diferencias es lineal y homogénea por

lo que recurrimos a su ecuacién caracteristica A2 = A + 1
cuyas soluciones son

n > 1.

N R e
1= bl Yy A2 = > y
estoes A\ =y A = —%, de donde la solucién funda-
mental de la ecuacién en diferencias es

—1\"
Fn=A0¢" +B ($> .

Al imponer las condiciones F; =1 y F, = 1 se obtiene
sin dificultad que A = % y B = —%, lo que condu-
ce a la obtenciéon del término general, sin necesidad de la
recurrencia:

el (@) e

Y al considerar la sucesién de cocientes entre un tér-
mino y el anterior, resulta que converge al nimero de oro,

F
estoes, "' — ¢. En efecto:
Fn nToo

n+1
| pnt - (;1)
. Fn—H V5 i
lim = - =
n—oo Fy 1 on — =1
V5 [

Es decir, que si consideramos un rectangulo cuyos la-
dos son dos términos grandes de la sucesion {F, }nen, NO
se distingue a simple vista del rectangulo dureo, ni por lo
tanto de la espiral homoénima.

A modo de sintesis, quisiera concluir trasladando la
alta participacién y compromiso del alumnado, que en al-
gunos casos supuso tener que pedir un dia adelantado de
sus vacaciones para poderse sumar a un evento, donde

especialmente las Matematicas se pueden admirar en un
cuadro.
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Maths. .. and in English too?

What else could there be?

Rubén Jorge Redondo Romero
IES Algazul (Roquetas de Mar, Almeria)

Talking about maths already tends to trigger more than
a few grimaces in the classroom. If we add English as the
language of instruction, the reaction can be almost imme-
diate: “That must be impossible!”.

But is it really?

If we ask students in any secondary school which sub-
ject they find most difficult, maths will probably be the
most common answer. And if we ask again, this time ex-
cluding science subjects, English often takes that same
spot. So putting the two together might seem, at first glan-
ce, like the perfect recipe for disaster. However, classroom
reality tells quite a different story.

To begin with, maths and English are not as diffe-
rent as they may seem. At their core, both are languages.
Each has its own rules, its own way of organising ideas
and expressing them. And both are learned step by step,
building on what has already been understood. It’s like a
puzzle where every piece is needed to make sense of the
next one.

In class, I sometimes explain it with a very simple
example: “Just as you can’t use the present continuous
without first knowing the verb to be, you can’t work with
polynomials if you don’t understand the distributive pro-
perty.” When students see it this way, they begin to realise
that these are not two separate worlds, but two ways of
learning that can support each other.

So, is learning maths in English more difficult? Not ne-
cessarily. In fact, sometimes the opposite happens: using
English helps students pay closer attention, think more

carefully, and better understand what they are doing.
3

(©) http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX

Another big question is whether it is worth it. And
here, the answer is clear: absolutely. English is nowadays
the language of science, technology and research. Most ar-
ticles, studies and resources are written in this language.
Learning maths in English does not just mean acquiring
new vocabulary; it also opens a huge window to the world.
It gives students access to more information, more tools
and more opportunities.

And then we come to the classic classroom question:
“What is this for?” The most honest answer is: for al-
most everything. You just need to know where to look.
For example, in class we recently worked on a project whe-
re students became a travel agency. They had to design
an itinerary, calculate costs, estimate profit... in other
words, apply maths to a real-life situation. And they did
all of this using English as their working language.

The result was very interesting: not only did they prac-
tise topics such as percentages and financial calculations,
but they were also able to find much more information
thanks to using English. Suddenly, what once seemed dif-
ficult starts to make sense.

In the end, combining maths and English is not only
possible, but can be highly enriching. Of course, like any
learning process, it requires time, patience and practice.

Therefore, it is worth keeping two key ideas in mind.
First, bilingual learning may be challenging at the begin-
ning, but it eventually brings very valuable results. And
second, the role of teachers is essential: we are the ones
who build bridges, design meaningful experiences, and
help students discover that learning in another language
is not a barrier, but an opportunity. W

www.louvre.fr/es/explora/el-palacio/de-la-gioconda-a-las-bodas-de-cana.
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Problema propuesto

Al hablar de enteros nos referimos a los nimeros sugeridos

por la siguiente lista:

ey =2,—1,0,1,2,3,...

Si p es uno de ellos, los multiplos de p son los enteros de
la forma kp donde k es un entero arbitrario (en particular,

0 es un mdltiplo de p).

Considera el siguiente experimento: Se elige un entero al
azar. Si es par, se multiplica por 5. St es impar, se

multiplica por 3.

Calcula la probabilidad de que el entero obtenido como

resultado del experimento sea:
1. Par.

. Multiplo de 3.
. Multiplo de 7.

2
8
4. La suma de un miltiplo de 2 y un miltiplo de 3.
5

. La suma de un miltiplo de 8 y un mltiplo de 12.

Envia tu solucién a bmatema@ual.es

Si nos envias tu solucién a este problema pue-
des obtener un estupendo reloj inteligente
(smartwatch) y un regalo relacionado con las
matematicas.

jLa solucién mas elegante u original tiene pre-
mio!

Para participar, solo tienes que mandar tu so-
lucién a la direccién de correo electrénico del
Boletin bmatema®ual.es hasta el 16 de oc-
tubre de 2026.

Puedes escanear el papel en el que la hayas ela-
borado y enviarla a dicha direccién de correo
electroénico.

Las bases de este concurso pueden consultarse
en la pagina web del Boletin.

Resultado del concurso del numero anterior

El jurado ha considerado que la
solucién ganadora ha sido la propues-
ta por Paula Ayala Roman, estudian-
te de segundo de Bachillerato del IES
Albordn—Manuel Cdliz de Almeria.
Se han presentado muchas soluciones
correctas mediante el uso de integra-
les. La ganadora usa un resultado de
la antigiiedad clasica debido a Arqui-
medes con argumentos perfectamente justificados.

Problema propuesto en el namero anterior

Una agricultora llamada Antonia se compr6 un te-
rreno rustico cuya superficie estd limitada por las

Paula Ayala

funciones:
f(x) =x? —4x + 4,

g(x) = —x*+4.
Se sabe que el area de la finca estd en hectéreas.

1. Realiza un boceto del terreno que adquirié An-
tonia.

2. Calcula el area total del terreno.

3. Si cada hectarea en la regién tiene un valor
aproximado de 18500 euros, ;jcudl fue el coste
total del terreno? ;Es correcto si alguien afir-
ma que costé menos de 48 000 euros?

4. ;Qué puntos de la recta y = 2 pertenecen al
terreno? ;Cudl es el valor de la parte del te-
rreno situada bajo dicha recta?
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Solucion ganadora:

Las funciones f y g (funciones polinémicas de segundo
grado) tienen como representacién grafica una parabola
P1, con las ramas hacia arriba en €l caso de f y una para-
bola P, con las ramas hacia abajo en el caso de g.

En la siguiente tabla se recogen los puntos fundamen-
tales de ambas pardbolas orientados a proceder a su re-
presentacioén.

‘ Funcién ‘ Corte eje X ‘ Corte eje Y ‘ Veértice ‘
flx) =x>—4+4 A(2,0) C(0,4) A(2,0)
glx)=—x*+4 | E(—2,0) A(2,0) C(0,4) C(0,4)
Apartado 1:

Determinamos ahora los puntos de corte de ambas gra-
ficas, es decir, los puntos que verifican que f(x) = g(x):

X2 —dx+4 =X +4=>207 —dx=0=x(2x—4) =0,

lo que implica que las curvas se cortan cuando x =0 y
x = 2. Por lo tanto los puntos de corte de las parabolas
son C(0,4) y A(2,0).

Teniendo en cuenta lo anterior el terreno corresponde-
ria a la regién sombreada de la siguiente figura:
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Representacén grdfica de la regién correspon-
diente al terreno

Apartado 2:

Para el desarrollo que hago a
continuacién no he empleado el
célculo integral (siglo xviI), en
su lugar he utilizado un resulta-
do muy anterior debido a Arqui-
medes (siglo 111 a. C.) que en su
tratado sobre la cuadratura de
la parébola demostré el siguiente
teorema: «Dada una pardbola P
Yy una recta r secante a ella. Si
trazamos la recta t tangente a P que sea paralela a 7,
el drea de la region delimitada por v y la pardbola P es
% del drea del tridngulo ATB donde T es el punto de
tangencia de P y t».

Consideremos la recta que pasa por A(2,0) y C(0,4)
que tiene por ecuacién: v : 2x +y —4 = 0. Dicha recta
tiene de pendiente m = —2.

Consideramos las rectas t; y t, , paralelas a la recta
T que son tangentes respectivamente a las pardbolas P; y
P,. T1(1,1) y T2(1,3) son los puntos de tangencia.

Los triangulos AT{C y AT,C comparten la base AC
(de longitud 2\6) y sus respectivas alturas valen en am-
bos casos —= (distancias de T; y T, a la recta 1), de ahi

Representacion del teore-
ma de la cuadratura de la
pardbola de Arquimedes

NG

que sus areas sean =1

Aplicamos el teorema de Arquimedes a ambas para-
bolas. Al tener los tridngulos el mismo &area, las secciones
de ambas paradbolas serdn iguales entre si, por lo que se
concluye que el area del terreno sera 2 - % 1= % ha.
Apartado 3:

El precio del terreno sera % - 18500 ~ 49333 euros.
Para que la afirmacién fuera cierta el precio de la hectarea
deberia ser de 18000 euros.

1
ST
2

Apartado 4:
Determinamos los puntos de corte de ambas pardbolas
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con la recta y = 2. De las posibles soluciones nos queda-
remos con los puntos cuyas abcisas estén en el intervalo
0, 2].

y=2

e Corte con la pardbola Pq: solucionamos la ecuacién
f(x) = 2, es decir, x> —4x 4+ 4 = 2, cuyas raices son
X1 =2+ V2 yx2=2— V2. De estas dos soluciones,
nos quedamos con x;, por lo que tendremos el punto

e Corte de la pardbola P,: buscamos las soluciones de
la ecuacién g(x) = 2, es decir, —x?+4 = 2, que tiene
como raices x; = V2 y x» = —/2. En este caso, nos
quedamos con X1, por lo que el punto de interseccién

es Q(v/2,2).

Los puntos de la recta y = 2 que pertenecen al terreno
seran todos los puntos del segmento de extremos P y Q.

La figura que delimita el terreno es simétrica con res-
pecto al punto M(1,2) (centro del rectdangulo OADC que
inscribe la regién).

Tomemos un punto del arco AC de la pardbola Py,
T(x0,Yo), con xo € [0,2]. Llamemos T'(x},ys) al punto
simétrico de T con respecto a M.

Por ser T un punto de la pardbola Py, se verifica que:

(1)

Por ser T’ el punto simétrico de T respecto a M, se
verificard que

Yo :Xg—4X0 + 4.

/
XO—;XO =1=x0=2—x{,
Yo +Yg
TS50 =22y =4y

Si sustuimos ambas expresiones en (1), tenemos que
4—yb=(2—x0)*—42—xf) +4.

Si operamos y simplificamos, la igualdad anterior que-
da de la forma:
yb=—x5+4.
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Este resultado demuestra que el punto T’ pertenece al
arco AC de la pardbola P,. Dicho punto es la interseccién
de la recta que pasa por T y M con la pardbola P,.

De igual manera, elegido un punto del arco AC de la
pardbola P;, su simétrico respecto de M pertenecera al
arco de extremos A y C de la pardbola P;.

Como consecuencia de la simetria, cualquier recta que

HISTORIA Y SUS PERSONAJES

pasa por M divide a la regién en dos regiones con el mismo
area.

En definitiva, la recta y = 2 pasa por el punto M, por
lo que dicha recta divide el terreno en dos partes iguales,
es decir, el area bajo y = 2 seé la mitad del total, % hay
su precio 318500 ~ 24 667 euros.

Huygens y parte de su obra probabilistica

Antonio Luis Rodriguez Lopez-Canizares
Salvador Cruz Rambaud
Universidad de Almeria

In re mathematica ars proponendi quaestionem pluris
facienda est quam solvends: *
Georg Cantor.

La presente nota pretende, de forma breve, acercar a los
potenciales lectores a la figura egregia del holandés Chris-
tiaan Huygens (1629-1695) y, en particular, a su apor-
tacién pionera en el calculo de probabilidades, materia
que nace en el verano de 1654 con la correspondencia en-
tre Pascal (1623-1662) y Fermat (1601-1665) pero que
se consolida como disciplina matematica en 1667 cuan-
do Huygens publica una adenda a la obra Ezercitationes
mathematicae de su profesor Frans van Schooten (1615-
1660).

Dicha adenda llevaba el titulo De Ratiociniis in Lu-
do Aleae (Calculos en los juegos de azar). Al final de su
optisculo, Huygens propone una lista de cinco problemas®

Estos problemas que, en su tiempo, fueron problemas
dificiles, ahora pueden, todos ellos, ser resueltos por algin
buen estudiante de Bachillerato que se ponga a la tarea (de
hecho es un buen ejercicio tratar de resolverlos sin mirar
las soluciones que aqui ofrecemos). Solo el problema quin-
to presenta una dificultad mayor que los otros pues, en el
mismo, hay que plantear la siguiente ecuacién en diferen-
cias finitas: ux = puk1 + quik—1, con up =0 y uyg = 1
(la resolucién que presentamos es elemental pues no utiliza
las técnicas de las Ecuaciones en Diferencias Finitas).

Algo sobre Huygens °.

Huygens pertenecia a una familia rica y recibié una es-
merada formacién privada, aunque su dominio del latin no
era perfecto. Sabia tocar el latid. Su padre fue diplomatico
y amigo personal de Descartes. El, al igual que su «dis-
cipuloy en geometria Leibniz (1646-1716) y su admira-
do Newton (1642-1727), a los que conoci6 personalmente,
permanecid soltero toda su vida.

Sus aportaciones a la Fisica y a la Astronomia fue-
ron sobresalientes, aunque resulta curioso saber que nun-
ca aceptd la ley de la gravitacién universal de Newton.

Le toco vivir en tiempos turbulentos y, especialmente, le
afect6 la hostilidad al protestantismo que culminé en 1685
con el edicto de Fontainebleau de Louis XIV (1638-1715)
que anuld el de Nantes decretado por su abuelo Henri IV
(1553-1610) en 1598, que permitia a los hugonotes practi-
car libremente su religiéon. Huygens ya habia abandonado
Paris cuatro aflos antes (después de una estancia de 15
afios como miembro de [’Academie des Sciences).

Su obra probabilistica marca un hito en la historia del
célculo de probabilidades y hubo que esperar méas de 50
afios para que se publicasen tres grandes tratados sobre es-
ta materia: En 1708 (Essay sur le jeuz du hasard de P.
Rémond de Montmort (1678-1719); en 1713, la obra pos-
tuma Ars conjectand: de Jacob Bernoulli (1654-1705);
y, en 1718, The Doctrine of Chances de Abraham de
Moivre (1767-1754), que dedicdé a Newton).

Christiaan Huygens a la izquierda. A la derecha, su padre
Constantijn con su secretario (este cuadro fue pintado por
Keyser y se conserva en la National Gallery de Londres)

En esta obra, el autor, con muestras de humor, deja
claro, en un breve y jugoso prélogo, que su escrito va diri-
gido a ampliar la gran anchura del maravilloso campo del
Arte Algebraico que también puede aplicarse al célculo
de los juegos de azar y con cierta ironia concluye:

Encontrardn, al final de este tratado, que he
propuesto algunas cuestiones del mismo ti-
po sin indicar el método de prueba. Esto lo
he hecho en primer lugar porque me hubiera
costado mucho trabajo desarrollar sucinta-
mente el razonamiento necesario para llegar

4En matematicas el arte de plantear una cuestién es mas valiosa que el de resolverla.

50tras listas de problemas famosos, por poner algunos ejemplos, son: Los 23 problemas de Hilbert, los 7 problemas del milenio y los 53
problemas que Alcuino de York (735-804) envi6 a Carlomagno para uso de las escuelas catedralicias y monacales.

6Un resumen biografico valioso esta en mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Huygens.
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a la contestacion y en segundo porque me
parece Util dejar algo a mis lectores sobre lo
que pensar (st es que tengo lectores) y esto
les servird como ejercicio y como pasatiem-
po: Tu seguro servidor, Christian Huygens
de Zuylichem.

Enunciados de los 5 problemas propuestos en De
ratiotiniis. . .

Problema 1.- A y B juegan juntos con un par de dados
v bajo las siguientes condiciones:

1. A ganara si saca seis y B si saca siete.

2. A tira primero una vez y, a continuacién, B tira
dos veces seguidas.

3. A tira dos veces seguidas, y asf continuan hasta
que uno de los dos gana.

La pregunta es: jEn qué proporcién estéan las posi-
bilidades de uno y otro de ganar? (Respuesta: Como
de 10355 a 12276 mas)

Problema 2.- Tres jugadores A, B y C toman doce fi-
chas, de las que cuatro son blancas y ocho negras, y
juegan bajo las siguientes condiciones:

1. El primero de ellos que elija una ficha blanca
ganara.

2. A comenzara el juego y, a continuacién, le se-
guirédn B y C, que sera el tercero en el turno.

3. De nuevo, A seré el que juegue, y asi sucesiva-
mente.

i En qué proporcién estan las probabilidades de ga-
nar de los jugadores?

Problema 3.- A acuerda con B que sacard cuatro cartas
de un mazo de cuarenta cartas (cada palo tiene diez
cartas) de forma que cada carta pertenecera a un pa-
lo diferente y que la proporcién de su suerte respecto
a la de B es como de 1000 a 8139. jEs correcto?

Problema 4.- Habiendo elegido doce fichas como antes,
cuatro blancas y ocho negras, A conviene con B que,
con los ojos tapados, tomara siete de ellas entre las
que habra tres negras. ;Cuél es la proporcién de las
probabilidades de cada uno de los jugadores?

Problema 5.- A y B tienen doce monedas cada uno, y
juegan con tres dados bajo las siguientes condicio-
nes:

1. Sisale el ntimero once, A darad a B una moneda,
pero si sale el catorce, serd B quien dé a A una
moneda.

2. Ganaré el juego el que obtenga todas las mo-
nedas del otro.
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Las posibilidades de ganar de A y B estan en la
proporcién exitente entre los numeros 244 140625 y
282429536481. ;Es correcto?

Resolucion de los cinco problemas

Problema 1.- Llamemos A y B a los sucesos de que,
en una tirada, gane A o B respectivamente y A,B a los
sucesos contrarios a estos dos. Designemos con las letras
u, v, U,V las respectivas probabilidades de estos 4 sucesos.
Se cumple: u = 5/36; v=1/6; u=31/36 y v=>5/6.
Vamos a calcular la probabilidad de que gane el ju-
gador 4. Su victoria solo puede ocurrir en alguna de las

tiradas 1,4,5,8,9,... (es decir, en las tiradas que le co-
rresponden, que son las multiplos de 4 o las miltiplos de
441).

Naturalmente, para que este jugador gane en la tirada
4n, con n > 1, tiene que sacar 6 en esta tirada y haber
fracasado antes en las 2n — 1 tiradas anteriores y que B
fracasase en 2n tiradas.

La probabilidad de que esto ocurra es W™ 'v2™u.

Anéalogamente, la probabilidad de que su victoria la
consiga en la tirada 4n 4 1 es W "v*™u. La suma de estas
dos probabilidades es:

ﬁan 1 Van 1

(1 +w)vu = (1 +wvufu?™ v 1
Por tanto, la probabilidad buscada es:
u+ (1 + 0y + TV + TV +...}

expresiéon que, por tratarse de una serie geométrica, es
equivalente a:
uv
1 —u?v?

Por lo tanto, la probabilidad de que triunfe el jugador

Bes1— g gf = ;g 2??, como Huygens advirtié.

12276
226317

u+ (1 +u)vu{

Ploblema 2.- Afiadimos a las notaciones introducidas en
el problema anterior la siguiente: C es el suceso que ocurre
si gana el jugador C y w y W las probabilidades de que
esto ocurra o no.

La probabilidad que tiene un jugador, en su turno, de
sacar una ficha blanca es 1/3 y, por tanto, de no sacarla
es 2/3. Sin embargo, para calcular la probabilidad de ga-
nar que tiene cualquier jugador hay que relacionarlo con
el fracaso que hayan tenido antes los jugadores que le pre-
cedieron, es decir v depende de u, y w depende de u y de
V.

En concreto, v=2/3uy w = 2/3v, luego

T=u+v+w

=u+su+3sv
3 37

=u 1—1—%4-il —Eu
N 3°9) 97
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Por lo tanto, la terna pedida es (9,6,4), que son los
numeradores de las fracciones obtenidas.

Problema 3.- La baraja espafiola de 40 cartas (con los
palos: bastos, espadas, oros y copas) nos sirve de modelo.
Sacando (sin reemplazamiento) 4 cartas, la probabilidad
de que cada una sea, en este orden, de los palos antedichos
es:

10 10 10 10 125

40 39 38 37 27417

pero, teniendo en cuenta que hay 24 formas de permutar
los 4 palos, la probabilidad pedida es

125 1000

AT 9139°

Problema 4.- No hay inconveniente en considerar las fi-
chas distintas entre si aun siendo del mismo color. Las
posibles extracciones de 7 elementos de un conjunto que
tiene 12 elementos es (]72) = 792 pero el caso favorable al
jugador A serd que, de las 7 extraidas, 3 sean blancas y
las demas negras. En total: (3) (2)5: 3570 = 280. Luego

la probabilidad pedida es 289 = 3

792 7 99

Problema 5.- La tirada de los 3 dados la hace la «bancay.
La probabilidad de que la suma sea 11 o 14 es, respectiva-
mente, 27/216 0 15/216. Puesto que si no sale ninguna de
estas sumas se vuelve a tirar, la tirada definitiva es favo-
rable a A si sale 14 con probabilidad q =27/42 =9/14, y
desfavorable si sale 11 con probabilidad p =1—q =5/14.

La probabilidad que tiene A de ganar depende de las
fichas que tenga en ese momento. Sea uy dicha probabili-
dad cuando tiene k fichas (obviamente up =0, uza =1y
nos proponemos calcular uj3).

Esta probabilidad depende de la probabilidad cuando
tenia una ficha més y una ficha menos. En efecto, se tiene
la igualdad

Uk = qUig—1 + PUkt1-

Pero, teniendo en cuenta que p + q = 1, se tiene que
(p + q)ukx = quik_1 + pur,1 y entonces

Plukr1—u) = que—up—1) = U1 —urx = h(we—ur_1),

MUJERES Y MATEMATICAS

siendo h = q/p. Si utilizamos esta igualdad tenemos que:

Ug41 — U = hue —ux_1),

Uk — Uk—1 = h(ug_1 —ux_2),

uz —ug = h(u; —ug),

lo que implica que U1 — ux = h*uy.
Por lo tanto,

Uz =1=(u —uo) + (U2 —uy) + -+ + (U4 —uz3)
= (1+h+h?+.--+h¥)
h24 —1
MR

Calculemos uq3:

h'2—1
W2 =wa Ty
~ h—1 h'?2—1
T h2*—1 h-1
h'Z—1
TR
h12(h12_]) '
Como ] — Uy = w, ten.emos que,
U2 1 5'2 244140625
T—u;; h'2 912 282429536481
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Cecilia Payne—Gaposchkin

La mujer que entendié las estrellas antes que

Maribel Ramirez Alvarez
Universidad de Almeria

A veces la historia de la ciencia cambia gracias a una
pregunta formulada con rigor, paciencia y valentia. Ceci-
lia Payne—Gaposchkin fue una de esas personas capaces de
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su tiempo

alterar nuestra comprensién del universo a partir de una
intuicién cientificamente sélida. Su nombre ocupa hoy un
lugar central en la astronomia del siglo XX, porque fue
la primera cientifica en demostrar que las estrellas estan
compuestas principalmente por hidrégeno y helio. Sin em-
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bargo, durante muchos afios, su contribucién no recibié
el reconocimiento que merecia. Su trayectoria constituye,
por ello, no solo una de las grandes historias de la astrofi-
sica moderna, sino también un ejemplo elocuente de como
el talento cientifico de muchas mujeres tuvo que abrirse
paso en instituciones construidas para excluirlas.

Cecilia Helena Payne,
mas tarde Cecilia Payne—
Gaposchkin tras su ma-
trimonio con el astréno-
mo Sergei Gaposchkin, na-
ci6 en 1900 en Wendover,
en Buckinghamshire (In-
glaterra). Desde muy joven
mostré una curiosidad in-

Cecilia Payne—Gaposchkin
telectual poco comin y una inclinacién profunda hacia el
estudio del mundo natural. Su formacién inicial fue am-
plia y exigente: estudié botanica, fisica y quimica en el
Newnham College de la Universidad de Cambridge.

Sin embargo, como sucedia con tantas mujeres de su
generacién, esa brillante formacién no podia traducirse
todavia en un reconocimiento académico pleno, ya que
Cambridge permitia a las mujeres asistir a clases, pero no
les otorgaba titulos oficiales. Aquella contradiccién resu-
me bien el clima intelectual de la época: las mujeres po-
dian aprender, incluso destacar, pero no eran consideradas
iguales dentro de la institucién universitaria.

Uno de los momentos decisivos de su juventud fue asis-
tir a una conferencia de Arthur Eddington sobre la expe-
dicién de 1919 que confirmé con observaciones la teoria
de la relatividad general de Einstein. Aquella intervencién
despertd en ella un interés definitivo por la astronomia.
Cecilia comprendié pronto que, si queria desarrollar una
carrera cientifica en este campo, tendria que buscar opor-
tunidades fuera del Reino Unido. En 1923 viajé a Estados
Unidos gracias a una beca para incorporarse al Observa-
torio de Harvard College, dirigido entonces por Harlow
Shapley. Ese traslado fue crucial: en Harvard encontr6 el
entorno en el que pudo realizar el trabajo que cambiaria
para siempre la astrofisica.

En el Observatorio de Harvard, Payne se incorporé a
una tradicién cientifica en la que habian trabajado nume-
rosas mujeres conocidas como las «Harvard Computersy,
investigadoras que analizaron durante décadas miles de
placas fotograficas estelares y contribuyeron decisivamen-
te al desarrollo de la astronomia moderna. En ese contexto,
Cecilia Payne combiné un conocimiento extraordinario de
la fisica con una enorme capacidad de anélisis.

Aplicando las teorias mas recientes de la fisica atémi-
ca —en particular, la teoria de la ionizacién de Meghnad
Saha— logr6 interpretar de una manera nueva los espec-
tros estelares. La luz de las estrellas, al descomponerse,
revela una serie de lineas que permiten identificar los ele-
mentos quimicos presentes en sus atmosferas; hasta enton-
ces, se pensaba que la composicién de las estrellas debia
de ser similar a la de la Tierra. Payne demostré que esa
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idea era errénea.

En 1925 defendi6 su tesis doctoral, Stellar Atmosphe-
res, considerada posteriormente por el astrénomo Otto
Struve como «la tesis doctoral mas brillante jaméas escrita
en astronomiay. En ella establecia que el hidrogeno era,
con enorme diferencia, el elemento mas abundante en las
estrellas, acompanado por el helio en proporciones tam-
bién muy elevadas. La conclusién era revolucionaria por-
que modificaba la imagen aceptada del cosmos: la mate-
ria dominante en el universo no era la misma que define
la composicién de nuestro planeta. Dicho de otro modo,
Payne mostré que las estrellas no eran quimicamente una
prolongacién de la Tierra, sino objetos regidos por una
légica fisica propia y por una composicién radicalmente
distinta a la que entonces se suponia.

La trascendencia de esta aportaciéon fue inmensa. No
se trataba dnicamente de identificar unos componentes
quimicos, sino de inaugurar una nueva comprensién de
la estructura material del universo. Gracias a ese descu-
brimiento, la astronomia pudo avanzar hacia modelos mas
precisos sobre la evolucién estelar, la formaciéon de galaxias
y la abundancia césmica de los elementos. Lo que hoy pue-
de parecer un dato elemental en cualquier manual —que
el hidrégeno es el elemento mas abundante del universo—
fue, en realidad, el resultado de una ruptura intelectual
de gran alcance, impulsada por la lucidez de una joven
cientifica de apenas veinticinco anos.

Sin embargo, como sucede con frecuencia en la historia
de las mujeres en la ciencia, el mérito no fue reconocido
de inmediato. Sus conclusiones fueron cuestionadas por-
que contradecian las creencias dominantes. El prestigioso
astrénomo Henry Norris Russell le aconsejé moderar su
afirmacién y presentar sus resultados con cautela, con-
siderando que una abundancia tan extraordinaria de hi-
drégeno parecia «claramente imposibley. Cecilia, temien-
do que su tesis no fuese aceptada, introdujo una reserva en
sus conclusiones. Afios mas tarde, el propio Russell obtuvo
resultados coincidentes por otros métodos y reconocié que
Payne habia tenido razén desde el principio. Este episodio
ilustra con claridad una dindmica demasiado habitual: la
verdad cientifica estaba ya en su trabajo, pero la autoridad
institucional y el sesgo de género retrasaron su aceptacién.

Su carrera posterior en Harvard estuvo también mar-
cada por esas desigualdades. Durante afios trabajo sin un
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puesto plenamente reconocido, con funciones docentes e
investigadoras que no siempre figuraban oficialmente y con
condiciones laborales inferiores a las de sus colegas varo-
nes. Sus cursos ni siquiera aparecieron en el catélogo de
la universidad hasta 1945, a pesar de que ya ensefiaba y
dirigia investigacion.

Durante un tiempo, su salario fue clasificado adminis-
trativamente como si formara parte del «equipamientoy,
una muestra tan simbdlica como hiriente de la escasa con-
sideracién institucional que recibi6. Solo en 1956 se con-
virti6é en la primera mujer nombrada profesora titular en
la Facultad de Artes y Ciencias de Harvard, y poco des-
pués pasé a ser también la primera mujer en dirigir un
departamento en esa universidad.

Reducir su legado al descubrimiento de la composi-
cion de las estrellas seria, ademas, injusto. Cecilia Payne—
Gaposchkin desarrollé una obra cientifica de gran ampli-
tud. Investigd la estructura de la Via Léactea, estudié es-
trellas de alta luminosidad y realizd, junto con Sergei Ga-
poschkin —astrénomo y compaiiero de vida, con quien se
cas6 en 1934—, un extenso trabajo sobre estrellas varia-
bles.

Entre ambos impulsaron campaifias observacionales in-
mensas, con millones de registros, que contribuyeron de
manera decisiva al conocimiento de la evolucién estelar y
de sistemas como las Nubes de Magallanes. Publico, ade-
maés, libros fundamentales como The Stars of High Lu-
minosity (1930), Variable Stars (1938) y Variable Stars
and Galactic Structure (1954), consolidando una trayec-
toria cientifica sostenida y de enorme productividad.

Su figura posee también una dimensién humana espe-
cialmente valiosa. Payne—Gaposchkin fue descrita por su
familia como una lectora voraz, una mujer creativa y una
personalidad intelectualmente indomable. Ella misma se
defini6 como «una rebelde contra el rol femeninoy y dejoé
claro que su verdadera rebelién consistia en no aceptar ser
pensada ni tratada como inferior. Esa afirmacién resume
bien el significado més profundo de su biografia. Cecilia no
solo desafi6é una hipétesis astronémica equivocada; desafié
también un sistema académico y cultural que pretendia
limitar las ambiciones intelectuales de las mujeres.

Su historia encarna de forma ejemplar dos valores esen-
ciales de la vida académica: el compromiso con la verdad y
la perseverancia frente a la adversidad. Su obra demuestra
que la ciencia no avanza tnicamente por acumulacién de
datos, sino también gracias a la valentia de quienes sostie-
nen una evidencia incluso cuando el contexto les es hostil.
Recordarla hoy es hacer justicia histérica, pero también
ofrecer a las nuevas generaciones una referencia impres-
cindible sobre lo que significa investigar con rigor, inde-

pendencia y confianza en el propio trabajo.

En 1976 recibib el Premio Henry Norris Russell de la
Sociedad Astronomica Estadounidense. En esa ocasién
pronuncié unas palabras que condensan admirablemente
el sentido de toda una vida dedicada a la investigacidén:
«La recompensa del joven cientifico es la emocion de
ser la primera persona en la historia del mundo en
ver o entender algo. Nada se puede comparar con esa
ezperiencta. [...] La recompensa del viejo cientifico es
la sensacion de haber visto un vago esbozo convertirse
en un paisaje magistraly. Pocas citas expresan tan bien
la mezcla de pasién, paciencia y perspectiva que define la
mejor ciencia.

Cecilia Payne—Gaposchkin fallecié en 1979, tras una vi-
da dedicada a la investigacién y al estudio de las estrellas.
Su trayectoria dejé una huella profunda en la astronomia
del siglo XX y abrié camino a nuevas generaciones de cien-
tificas. Recordarla hoy es reconocer la magnitud de una
aportacioén cientifica que tardé demasiado tiempo en reci-
bir el lugar que merecia.
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MATEMATICAS Y OTRAS CIENCIAS

La serie geométrica

A través del espejo

Antonio Garcia Jerez
Universidad de Almeria

Una progresién geométrica es la sucesién que se obtie-
ne multiplicando repetidamente una cantidad a (el primer
término) por otro numero fijo r al que llamamos razén.
Probablemente ya haya estudiado que se puede encontrar,
con poco esfuerzo, una expresién sencilla para la suma de
los n primeros términos de esta serie:

Spn=a+ar+ar?+-- 4 ar!

pero quizas lo mas interesante de este resultado es que,
si [r| < 1, la suma de los infinitos términos converge, ten-
diendo concretamente a:

Soo:a+ar+ar2+~~:a1 ! o (Jr] < 1).

Las series geométricas aparecen en diversos campos del
conocimiento, tanto en Ciencias Sociales como en Cien-
cias Experimentales. Podemos encontrar aplicaciones en
Finanzas, Epidemiologia o Neurociencia, y también en Fi-
sica, especialmente en contextos de propagacién de ondas
(e.g. en Optica, Electromagnetismo, Actstica, Sismologia
o Fisica de la Atmosfera). El objetivo de este escrito es
mostrar algunas aplicaciones de esta férmula en situacio-
nes fisicas de la vida cotidiana. Pero empecemos con un
curioso ejemplo, al limite entre la Filosofia y la Cinemati-
ca.

Persiguiendo a la tortuga

La llamada paradoja de Aquiles y la tortuga, supues-
tamente planteada por el filésofo de la antigua Grecia Ze-
nén de Elea (490430 a. C.), nos propone que Aquiles va
a enfrentarse en una carrera a una tortuga a la que deja
una cierta distancia de ventaja d;.

Si ambos comienzan a correr a velocidades constantes
VA ¥ VT, Aquiles, que va mas rapido, necesita emplear un
cierto tiempo (t; = d/va) en alcanzar la posicién inicial
de la tortuga (el punto Py). Una vez alli, encontrara que
la tortuga ha avanzado hasta otro punto P, que esta a dis-
tancia d, de Py, por lo que tendrad que dedicar un tiempo
adicional t, = d;/va en llegar a P,, y asi una y otra vez.

Aquiles no alcanzarad nunca a la Tortuga, ya que cada
vez que llega a algtin lugar donde ésta ha estado, todavia
tiene que recorrer alguna distancia més para alcanzarla. ..
;0 si?

El fallo en la argumentacién estd en admitir que es-
ta serie infinita de etapas en que se ha descompuesto la
captura de la tortuga requiere de un tiempo infinito para
completarse. No es asi, los tiempos que vamos afiadiendo
forman una serie geométrica convergente, y el animal es
alcanzado en un tiempo finito d;/(va — v7).
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La canica que cae al suelo

Dejemos caer una canica desde una altura h; some-
tida a la gravedad g. Tras ciertas simplificaciones, dedu-
cimos la bola describird movimientos rectilineos unifor-
memente acelerados (o desacelerados), excepto en los mo-
mentos en que impacta con el suelo, llegando por prime-
ra vez a este con velocidad vi = v/2gh; en un tiempo
t1 = +/2h1/g = 2hy /vy.

Justo tras el choque, la canica adquiere una veloci-
dad v, = evq, hacia arriba, siendo 0 < e < 1 el llamado
coefictente de restitucion, que depende de las formas y
materiales que componen los cuerpos implicados.

Con esta nueva velocidad v;, la canica solo puede subir
hasta una altura h; = % = e?h,, invirtiendo un tiempo

t, = % = et;. A partir de ahi, el proceso vuelve a empe-
zar. Si sumamos sobre todos los trayectos, el tiempo total

durante el cual la canica se estd moviendo es:

T =17+ 2et; +2e*t; +2e3t; +...
=2ti(l+e+e’+e3+...)—t

2
:“(w“)
_ A (1te
N g \1—¢/"°

Los factores 2 que aparecen en todos los términos de
la serie, excepto en el primero, se deben a que la canica
tiene que subir y bajar entre un rebote y el siguiente.

Sie =0, el choque se dice «totalmente inelasticoy» y
no habra ningun rebote, parandose la bola tras la primera
caida.

En el caso idealizado e = 1, €l choque se dice «elasti-
co» y la serie no es convergente (la canica quedaria eter-
namente rebotando, sin perder altura, para desesperacién
del vecino de abajo).

También podemos calcular la distancia total recorrida,

D, sumando ahora una serie geométrica con razén e?:

D =hy +2e’h; +2e*h; +...
=2h(T+e?+et+...)—

2
= <1_ez“>-

Radiacién difusa en la atmoésfera

Si miraramos el cielo diurno desde la Luna, nos sor-
prenderia que es muy oscuro salvo, por supuesto, en la di-
reccién del Sol. La luminosidad del cielo terrestre responde
a varios mecanismos. Las contribuciones principales se de-
ben a la radiacién solar que nos llega tras ser dispersada
por las moléculas del aire o por particulas de mayor ta-
mafio (aerosoles), pero otra contribucién no despreciable
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es la radiacién que es reflejada por el suelo y después por
la atmoésfera, quiza varias veces.

Podemos estimar este término partiendo los albedos
(reflectividades) del suelo y de la atmosfera, ps ¥ pq, me-
nores que 1, que representan la proporcién de energia lu-
minica que es reflejada por dichas estructuras.

Si Q representa la energia por unidad de tiempo, super-
ficie y longitud de onda que alcanza el suelo tras atravesar
una sola vez la atmoésfera, Qps medird la radiacién difusa
ascendente tras la primera reflexiéon por el suelo, la cual
se reflejard parcialmente en la atmoésfera, resultando una
cantidad Qpspq de vuelta hacia el suelo.

Las reflexiones contindan, anadiendo contribuciones
cada vez menores, de modo que el total de radiaciéon refle-
jada que alcanza el suelo suma la irradiancia difusa por
reflexion maultiple:

PsPa

)= Q] — PsPa ’
que se puede afiadir a las componentes de dispersién at-
mosférica mencionadas antes para obtener la irradiancia
difusa total.

Reflectividad del espejo

Consideremos finalmente un espejo compuesto por una
lamina de vidrio sobre una fina capa metélica. Podemos
llamar p; y 71 a la reflectividad y transmisividad de la
interfaz aire-vidrio (p; + 1 = 1) y utilizar el subindice 2
para la vidrio-metal.

Si la luz incide perpendicularmente, estos factores sélo
dependen de los indices de refraccién de los materiales;
tampoco dependen del sentido de propagacién. Las ex-
presiones de las intensidades de los rayos que abandonan

Lim = Q(pspa + p2p2 + p3p3 +...

PASATIEMPOS Y CURIOSIDADES

Fracciones egipcias

Matematicas en tiempos de los faraones

Fernando Reche Lorite
Universidad de Almeria

Existe un amplio consenso entre los historiadores oc-
cidentales de las matematicas de que se puede establecer
el inicio de la matemaética tal y como la conocemos hoy en
dia, con sus axiomas, definiciones y teoremas, en la Grecia
clasica. Eso no quiere decir que no se hicieran matematicas
en periodos anteriores aunque su enfoque fuera diferente,
maés utilitario.

En este articulo vamos a ver algunos aspectos de las
matematicas que se realizaban en el Antiguo Egipto en la
época de los faraones.

El tema es muy amplio, imposible de tratar profusa-
mente en una reseila de estas dimensiones. Nos vamos a
centrar en un aspecto muy concreto: cémo se representa-
ban los repartos en dicha época, es decir, el estudio de las
fracciones.

Uno de los problemas mas importantes que se plantea-

(©) http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX

el espejo, para una intensidad incidente unitaria, se mues-
tran en la figura. La reflectividad total o efectiva de este se
obtiene, por tanto, sumando la serie geométrica de razén

p1p2:

Protal = P1 + T7p2 +T3p2(p1p2) + TFp2(p1p2)* + ...

1.7
T—p1p2
®
N,
NIl
(@) ST AtmGstera

vidrio

metal

En realidad, si la lamina transparente es delgada (en
términos de longitudes de onda) y homogénea, las inter-
ferencias constructivas o destructivas entre las ondas elec-
tromagnéticas reflejadas al aire tras recorrer distintos ca-
minos juegan un papel relevante, acentuando unas longi-
tudes de onda en detrimento de otras. Este fenémeno es
el responsable de los patrones coloridos (iridiscencia) que
pueden observarse a veces en laminas de aceite o en las
pompas de jabén. En estos casos, el espesor de la lamina
transparente (aceite, agua jabonosa,...) serd una magni-
tud a considerar, ya que los desfases (o «retrasos») entre
las ondas que la han atravesado distinto ntimero de veces
determinan las condiciones de interferencia. W

ba a la administracién en esta época era la forma justa
de repartir en diferentes situaciones, como en el caso de
una herencia o la divisién de fincas después de las crecidas
periddicas del Nilo.

La informacién que nos ha llegado hasta hoy sobre las
matematicas que se realizaban en el Antiguo Egipto no es
demasiado amplia, aunque se han encontrado documentos
muy relevantes al respecto.

Los escribas egipcios utilizaban como elemento base
de la escritura el papiro, material extremadamente fragil
que dificilmente resiste malas condiciones climatolégicas
—calor, humedad, etc.—, lo que hace que se deteriore con
facilidad, por lo que hasta nuestros dias han llegado pocos
documentos de este tipo y solo algunos de ellos contie-
nen informacién que nos pueda mostrar el conocimiento
matematico del momento.

Uno de esos documentos es el papiro de Ahmes, tam-
bién conocido como el papiro de Rhind, en honor a Ale-
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xander Henry Rhind, que lo adquirié en 1858. Este papi-
ro, redactado en escritura hieratica, contiene 87 problemas
matematicos y se supone que era una especie de «libro de
texto» para ensefar procedimientos matematicos a otros
escribas. En él aparecen soluciones a problemas de repar-
tos, areas, volimenes, etc.

El sistema de numeracién egipcio, al igual que el ro-
mano o el griego, era aditivo, no posicional como el que
actualmente usamos, por lo que la representaciéon de las
cantidades se realizaba agrupando simbolos. Por ejemplo,
en el sistema de escritura hieratico, las potencias de 10 se
representaban por los siguientes simbolos:

110 102 103 10* 10° 10°

e I WY

Para escribir cualquier ntimero se utilizaban agrupa-
ciones de estos simbolos. Si queremos escribir la canti-
dad 12013, los egipcios la expresaban —empezando por
las unidades— como:

341-1042-10341-10" = 111n 4 4]

En este caso, la operacién de suma también se realiza-
ba por agrupacién de simbolos.

Pero, jcémo se realizaba la multiplicacién de dos nu-
meros?

Para esta tarea, los egipcios utilizaban el método de
la duplicacion (ver [2, 3, 4]).

Supongamos ! que queremos multiplicar 17 por 13.
Para realizar esta operacién construimos la siguiente ta-
bla con dos columnas:

1 17
2 34
4 68
8 136

Los elementos de la columna de la izquierda en rojo
suman 1 4+ 4+ 8 = 13 y los elementos asociados a es-
tos ntmeros en la columna de la derecha, en azul, suman
17 + 68 + 136 = 221 que, como se puede comprobar, es el
resultado de la operacién 13 x 17.

Los egipcios sabian que podian representar cualquier
nimero como potencias 2 de 2 y que este procedimiento
permitia realizar la operacién de multiplicacién solamente
sabiendo duplicar valores. jSabrias decirnos qué propiedad
hace que este método de multiplicacién funcione correcta-
mente?

Para realizar la divisién, se utilizaba la misma técnica
en sentido inverso. Se puede ver un ejemplo en [2, 4].

Este método funciona bien y de forma sencilla si la
divisién es exacta pero, jqué ocurre si el resto no es cero?

En este caso aparece la necesidad de utilizar fracciones.
Veamoslo con un ejemplo [2]. Queremos dividir 16 entre
3. Apliquemos el método de la duplicacién:

13
2 6
4 12

2/3 2

1/3 1

Como se puede observar 3+ 12 = 15, nos falta una uni-
dad para llegar a 16, entonces el escriba empieza por 2/3
asignando el 2, cuya mitad es 1/3, al que le asignamos el
1 y ya tenemos la cantidad para completar hasta 16, por
lo que el resultado de la divisién es 5%.

Y aqui viene un hecho importante, salvo la fraccién
2/3, los egipcios solamente manejaban fracciones unita-
rias, es decir, fracciones con el numerador 1. Para repartos
con numerador diferente de la unidad, expresaban dichas
fracciones como suma de fracciones unitarias diferentes.
Porejemplo,%z%—i—%o%z%-ﬁ-%-ﬁ-;—?.

La representacién hierdtica de algunas fracciones se
puede ver en la siguiente tabla:

2/3 1/2 1/3 1/12
> <
S — N

Como hemos visto, el proceso de multiplicacién y divi-
sién se basa en duplicaciones. En el caso de las fracciones
unitarias, si el denominador es par, el proceso es facil, sin
embargo, en el caso de denominadores impares, puede ser
algo mas complicado.

Para faciltar esta tarea, en el papiro de Ahmes aparece
una tabla con la representacién en fracciones unitarias de
55 fracciones del tipo 2/n para los valores impares de n
hasta el 101 3.

La pregunta que surge ahora es si es posible representar
cualquier fraccién mediante sumas de fracciones unitarias
diferentes. La respuesta es afirmativa y a dicha suma se le
denomina fraccion egipcia.

A partir de esta afirmacién surgen multitud de cuestio-
nes dignas de investigacién —algunas de ellas no resueltas
a dia de hoy—. La primera cuestién que se nos presenta
es el calculo de descomposicién de una fraccién arbitraria
como suma de fracciones unitarias diferentes.

En [1] se presentan diez algoritmos diferentes para en-
contrar fracciones egipcias con su correspondiente imple-
mentacién en Mathematica.

Veamos alguno de ellos: el algoritmo greedy o voraz
de Sylvester, que funciona de la siguiente manera:

e Encontrar la fraccién unitaria menor mas cercana a
m/n. Esto se puede hacer dividiendo n entre m.

e Sino hay resto, hemos terminado.

e Si hay resto, restamos la fraccién unitaria a m/n y
volvemos al paso primero hasta que tengamos una
fraccién unitaria.

11Vamos a utilizar la notacién actual para simplificar la exposicién. Se podria trasladar a la notacién hieratica de forma sencilla.
12Representacién de un ntimero en el sistema binario, que los egipcios desconocian como tal.
13Para una descripcién mas detallada del proceso de multiplicacién de fracciones se puede consultar [2], paginas 95-99.
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Veamoslo con un ejemplo. Calculemos la fraccién egip-
. 5 .
cia de %:
11

e Hacemos = = 2, que tiene resto, por lo que la pri-
mera fraccién unitaria es %
5 1 _ 4
e Ahora hacemos la resta 5 — 3 = 35.

e Repetimos el paso primero: 34—3 = 8, que tiene resto,
1

por lo que la siguiente fraccién unitaria es 5.

e Hacemos % — % = %, que ya es unitaria, por lo que
hemos acabado.
Asi pues,
5 1 n 1 1
1M 3 9 99

Este algoritmo produce siempre una solucién, pero no
necesariamente la més corta ni la mas sencilla. Se pue-
de demostrar que una fraccién cuyo numerador sea m se
puede escribir, como maximo, como suma de m fracciones
unitarias.

Para comprobar que el algoritmo voraz no siempre pro-
duce la solucién mas simple, tenemos que para 19/20 este
método construye la fraccién egipcia:

19 1 1 1 1
0727379 T80

Sin embargo, se puede comprobar que la siguiente re-
presentacién es més sencilla y mas corta:

1o 1. 1.1
20 2 45
CULTURA Y MATEMATICAS

Curvas magicas

Sergio Belmonte
Miembro de la Junta directiva del Museu de Matematiques
de Catalunya (MMACA)

Os quiero explicar un pequeio efecto de magia basa-
do en una rama de las matematicas que, a priori, no se
relacionaria con la magia: la teoria de grafos. Solamente
necesitas papel y lapiz para poder presentarlo. Dile a un
espectador que realice lo siguiente, en secreto, sin ensefar-
te nada (es importante que entienda y siga muy bien las
instrucciones):

ez

™

Figura 1

Aunque han pasado méas de 3000 afios, el estudio de
la fracciones egipcias no ha finalizado, quedan muchos as-
pectos por investigar. Por ejemplo, podemos citar la con-
jetura de Erdds—Straus en la que establece que, para todo
n > 2, existe tres enteros positivos x,y, z de tal forma que

se cumple que
4 1 1 1

n x y z
A dia de hoy sigue siendo una afirmacién que esta por
demostrar.

Esto solo es una pequena muestra de que en matemaéa-
ticas todavia quedan muchas cosas por hacer.
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tions. Mathematica in Educations and Research.
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pharaohs. Dover.

[4] Ibafiez, R. (2019) Los secretos de la multiplicacion.
De los babilonios a los ordenadores. Catarata.
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1. Que dibuje (sin separar el lapiz del papel) una cur-
va cualquiera cerrada y que se corte a si misma las
veces que quiera (por ejemplo, Figura 1)

2. Que etiquete con letras los puntos de corte como
quiera (Figura 2).

S

Figura 2

3. Que elija un punto cualquiera (por ejemplo, el «A»),
una direccién cualquiera (Figura 3), y vaya avanzan-
do hasta recorrer toda la curva y volver al punto de
partida, anotando los puntos por los que pasa.

14Notebook de Mathematica disponible en www.wolframcloud.com/objects/nbarch/2018/10/2018-10-10pt402/Egyptian.nb.
15Existe una traduccién al castellano que esta disponible en la biblioteca de la UAL.
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Figura 3

En nuestro ejemplo, la secuencia de letras por donde
se pasa es la siguiente: ABFEDACFEDBC.

4. Ahora dile que elija un par de letras adyacentes (es
decir, que estén juntas) y las intercambie. Por ejem-
plo, que coja el par «DB» y le dé la vuelta, resul-
tando «BD».

5. Hasta aqui el espectador lo ha hecho todo en secre-
to. Por 1ltimo, dile que te ensefie la secuencia de
letras que le ha quedado. En nuestro ejemplo que-
daria: ABFEDACFEBDC.

6. Sin mas informacién que esa, anuncia que seras ca-
paz de adivinar qué dos letras ha intercambiado.

Para ello realiza (en secreto) lo siguiente: separa la se-
cuencia de letras en dos subsecuencias, separando las po-
siciones impares de las pares, de esta forma:

o Letras en posiciones Impares: A F D C E D
o Letras en posiciones Pares: B E A F B C

Pues resulta que las tinicas letras que se repiten en
cada subsecuencia, son exactamente las que intercambié
el espectador. En nuestro ejemplo, la D y la B. ;No es
sorprendente?

EXPLICACION MATEMATICA

En cualquier curva cerrada que se dibuje, si os fijais,
los puntos de interseccién tienen dos lineas de entrada y
dos de salida (se dice que tienen grado 4). Asi pues, al
recorrer toda la curva, siempre se pasard por cada punto
exactamente 2 veces.

Lo curioso (y lo que hace que el efecto funcione) es que
siempre se pasa por los puntos en paridad diferente. Es de-
cir, si por un punto se pasa en posicién par, la siguiente
vez que se pase por él serd en posiciéon impar o viceversa.
Tomando el dibujo del ejemplo anterior, por el punto «F'»
se pasa en tercer lugar (impar), y después en octavo lu-
gar (par). Sus posiciones tienen diferente paridad. Y esto
ocurre con todos los nodos del grafo (letras).

Gracias a esta propiedad, en la secuencia inicial, sepa-
rando las posiciones pares € impares de las letras, nunca
se repetird ninguna y apareceran todas las letras en las
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dos subsecuencias una sola vez. Siguiendo con el ejemplo
anterior, si recorremos todo el grafo, obtendriamos la se-
cuencia ABFEDACFEDBC

o Letras en posiciones Impares: A F D C E B
o Letras en posiciones Pares: B E A F D C

De esta manera, cuando el espectador intercambie dos
letras adyacentes, estas serdn las Ginicas que se repetiran
en cada subsecuencia. Tan sencillo como genial, jno os
parece?

Realmente en el efecto, lo que le pedimos al especta-
dor, es que dibuje un ciclo euleriano en la curva, es decir,
recorrer todo el dibujo sin pasar dos veces por el mismo
sitio y sin separar el 1apiz del papel. Y gracias a como es-
ta dibujado, siempre se puede realizar. Supongo que todos
recordais algin pasatiempo de este tipo, jverdad? Y si mi-
ramos una curva cerrada como un grafo, entonces seria un
grafo cerrado, conexo y plano 4-regular (cada vértice tiene
grado 4, es decir, 4 aristas), y para este grafo, se cumpliria
la Férmula de Euler:

Regiones + Intersecciones — Segmentos = 2.

Figura 4

En nuestro ejemplo (Figura 4) tenemos:
e Regiones (azul) = 8.

o Intersecciones (rojo) = 6.

e Segmentos (verde) = 12.

.. Que también es un poco magico, ;jverdad?

Referencias

(1] Euler, L. (1736). Solutio problematis ad geometriam
situs pertinentis.

[2] West, D. B. (2001). Introduction to Graph Theory.
Prentice Hall.

[3] Gardner, M. (1956). Mathematics, Magic and Mys-
tery. Dover.
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Microrrelatos matematicos

Por eso fue
José Ramon Sdnchez Garcia
IES Los Angeles (Almeria)

En su clase de arrebatados ignorantes, el joven Aristo-
cles se desesperaba una y otra vez con sus companeros. No
solamente presumian de vasta incultura, sino que ademas
se mofaban de él por su cuerpo grande y destartalado. El
colmo lleg6 el dia en que, mientras él contemplaba absorto
al profesor Créatilo dibujando los cinco poliedros regulares
sobre la arena, sus compaiieros cogieron otros cinco pe-

druscos para hacer diana sobre su cuerpo; ciego de ira, en
ese momento sinti6 que queria alejarse para siempre de
esos malnacidos.

Por sus anchas espaldas y su fisico, Aristocles fue apo-
dado Platén (de mhatic, «anchoy), sobrenombre por el
que lo conoceria el mundo entero a partir de entonces.
Cuando fundé su Academia, tuvo claro a quiénes iba a
vetar el paso, y asi lo dejé anunciado en el frontispicio.

Lecturas recomendadas sobre divulgacién matematica

Demostraciones con encanto.
Un viaje por las matematicas elegantes.
Claudi Alsina y Roger B. Nelsen

Demostraciones
con encanto

Un viaje por las
matemdticas elegantes

Ficha Técnica
Editorial: SM.

291 péginas.

ISBN: 978-84-131-8779-2.
Afio: 2018.

Claudi Alsina
Roger B. Nelsen

AR

El pasado mes de noviembre recibimos la triste noticia
del fallecimiento de Claudi Alsina. En el mundo matemati-
co Claudi Alsina no necesita presentacién. Catedratico de
la Unwersidad Politécnica de Cataluna, jubilado desde
2016, dedicé una parte muy importante de su vida a la
divulgacién matematica. Investigador notable en el am-
bito de las ecuaciones funcionales o de la légica difusa,
fue también un gran experto en la obra de Gaudi, pu-
blicando recientemente un libro editado por la American
Mathematical Society titulado The genius of Gaudi.
Geometry and Architecture en colaboracién con Roger
B. Nelsen.

Prescisamente, Nelsen es el coautor del texto que va-
mos a resefar, como homenaje a Claudi Alsina, en este
niimero del Boletin.

Podriamos haber elegido cualquiera de las miltiples
obras de divilgacién que Alsina publicé: Mateschef, Los
matemdticos serios son los que no se rien nunca, Vi-
taminas matemdticas o Geometria para turistas —la
lista seria interminable—, pero hemos decidido elegir un
texto, quizas algo menos conocido para el gran piblico,
pero de una belleza extraordinaria: Demostraciones con
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encanto, cuyo subtitulo lo dice todo, Un viaje por las
matemdticas elegantes.

Publicado por la editorial SM en la coleccién Bibliote-
ca de estimulos matemdticos, este libro es de esos textos
que toda persona amante de las matematicas deberia in-
cluir en su biblioteca.

Los autores han recogido un amplio abanico de resul-
tados —algunos muy conocidos, otros no tanto— cuyo de-
nominador comun es que sus demostraciones tienen «algo
especialy, son originales, bellas o ingeniosas.

El libro consta de 12 capitulos en los que se abordan,
esencialmente, problemas geométricos y de teoria de nt-
meros. El planteamiento es brillante. Se contextualiza el
resultado, se plantea y se presenta su demostraciéon deta-
llada.

Hay que hacer notar que no es necesario tener una al-
ta formacién matematica para disfrutar de esta obra. Un
conocimiento de calculo infinitesimal basico a nivel de ba-
chillerato es méas que suficiente. Eso si, no se trata de un
texto divulgativo al uso, es un libro DE matematicas, en
los que detenerse en cada una de las demostraciones sera
un deleite para todo aquel que ame esta disciplina.

Por ejemplo, se presentan varias demostraciones de la
irracionalidad de v/2 diferentes de la usual o de la irracio-
nalidad de 7t sin la necesidad de herramientas matemaéticas
de alto nivel.

Para complementar el texto, los autores proponen al
final de cada capitulo desafios para que los lectores intere-
sados satisfagan su curiosidad matematica.

En definitiva, un libro excelente a la altura de dos ma-
ravillosos matematicos. jMuchas gracias, Claudi por trans-
mitirnos tu pasién por las matematicas!

Fernando Reche Lorite
Universidad de Almeria
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Acertijos

La dilatacién del tiempo

Los principios de la teoria de la relatividad de Albert
Einstein tienen consecuencias que desafian la intuicién.

El tiempo, para un individuo M que se desplace a cier-
ta velocidad v con respecto a otro individuo R, que pode-
mos considerar en reposo, no transcurre del mismo modo
que para este ultimo. De hecho, un fendémeno que para
M se produzca en typ segundos ocurrird en tgr segundos
para R. La siguiente igualdad expresa la relacién entre las
medidas del tiempo realizadas por M y R:

V2

1—6—2.

tm =tr

La letra c designa la velocidad de la luz en el vacio (una
constante universal, como nos dice uno de los principios
aludidos, aproximadamente igual a 300 000 km/s).

Supongamos que M se desplaza a velocidad constante
v =0,99¢ (el 99 por ciento de la velocidad de la luz) hacia
la estrella Prozima centaurs, situada a unos 4,25 afios luz
de la tierra. Nos gustaria saber:

1. ;Cuénto tiempo tardaria M, segtin R, en alcanzar la
estrella?

2. ;Cudanto tardaria M, segtin su propia medicién del
tiempo, en llegar a Proxzima centauri?

3. ;Qué distancia habria recorrido M seglin sus propias
mediciones? (las distancias también son relativas).

(En el prézimo numero aparecerd la solucion.)

Solucién al acertijo del nimero anterior

Comenzaba la propuesta recordandonos que 4 +4 = 8§,
pero se nos pedia el analisis de la identidad 8 + 8 = 4.

Por supuesto, esta dltima igualdad es incorrecta si la
interpretamos en el marco de los nimeros enteros.

En cambio, si identificamos cada uno de tales ntimeros
con el resto que resulta al dividirlo entre 12, obtenemos
un conjunto de 12 elementos, 0,1,2,...,11, habitualmente
denotado por Zi,, en el que se puede sumar y multiplicar
usando la identificacién mencionada.

Asi, por ejemplo, 7+5 = 0, pues 12 se identifica con 0
(que es el resto obtenido al dividir 12 entre 12). Obsérvese
también que 7 x 5 = 11 (si dividimos 35 entre 12 el resto
es 11). Del mismo modo, 8 + 8 =4 (el resto de dividir 16
entre 12).

La identidad que estamos discutiendo es por tanto
valida en Zi;. Los relojes (de manecillas) responden per-
fectamente a la aritmética de este conjunto. Si sumamos
8 horas a partir de las 8 de la mafana llegamos a las 4 de
la tarde.

Juan Carlos Navarro Pascual
Universidad de Almeria

Citas Matemadticas

«D1ios existe porque las matemdticas son consistentes,
y el diablo existe porque mo podemos demostrar esa
consistenciay.

3
P
3 -

Morris Kline (1908-1992),
matematico estadounidense, espe-
cializado en la historia de las ma-
tematicas.
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«He decidido abandonar la geometria abstracta, es
decir, la consideracion de cuestiones que sdlo sirven
para ejercitar la mente, para estudiar otro tipo de
geometria que tiene por objeto la explicacion de los
fenomenos de la naturalezay.

René Descartes (1596-1650),
matematico y filésofo francés.
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Paginas web y redes sociales

Numberphile
- Numberphile a
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Podgast
-
PODCAST: The Weather PODCAST: The Calculating Pi
Rockets, Equation - Man Who with Skittles
Religion & Numberphile Loves Weather (and census
Rejection - -with Dan data!?)
with Destin Harris
Sandlin
! l I ~Z 306763293) 10" +1
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Padgina principal de Numberphile

Numberphile (www.numberphile.com), desarrollado
por el videoperiodista Brady Haran, es uno de los refe-
rentes actuales en divulgaciéon matematica en internet. A
través de la produccién de videos de corta duracién se
aproxima a diversos conceptos y problemas matemaéticos,
desde lo mas irrelevante hasta problemas realmente tras-
cendentes y de actualidad en investigaciéon. Ademas cuenta
con un podcast que contiene entrevistas méas extensas.
Numberphile

et ) sanetent

fi:’ﬂﬁd | Sleeping Beauty Paradox
-3

Infinity Paradoxes

< Voting Paradoxes
U

TERRITORIO ESTUDIANTE

Cuenta con la colaboracién de reconocidos matemaé-
ticos y otros invitados de todo el mundo. Entre los cola-
boradores podemos encontrar a Charles Fefferman, Cédric
Villani, Terence Tao, Erné Rubik, Roger Penrose o Donald
Knuth.

Su canal de YouTube @numberphile cuenta con més
de 4,73 millones de suscriptores y 799 videos. Mile of Pi
es un video que cuenta con méas de 2 millones de visuali-
zaciones donde se muestran un millén de decimales de 7
en una sola pieza de papel de una milla de largo extendida
en un aeropuerto.

Numberphile

supported by © Jane Street

Numberphile
@numberphile - 4,73 M de suscriptores - 799 videos
Videos about numbers and mathematics. Videos by Brady Haran since 2011. ...mas

numberphile.com y 3 enlaces mas

L suscritora v

Inicic  Videos Shorts Endirecto Listas Publicaciones Tienda Q

Mile of Pi - Numberphile
2.354.435 visualizaciones - hace 11 afios

A million digits of Pi on one piece of paper (1.05 miles). More
about how and why: http://youtu. be/99Welatppzk

More links & stuff in full description below 11|

More Pi videos from Numberphile: http://bit. ly/PiPlaylist

En definitiva, se trata de una forma extraordinaria de
aproximar el mundo matematico al gran publico, desper-
tando su curiosidad y fascinacién.

Resena de José Carmona Tapia y José Escoriza Lopez
Universidad de Almeria

Matematicas y miusica

ITvdn José Acién Martin

Juan Francisco Cuevas Rodriguez

Rocio Guillén Manzano

Juan Rafael Sdnchez Gdlvez

Carmen Torres Gutiérrez

Estudiantes del Grado en Matemdticas de la UAL

La relacién entre las matematicas y la misica no es ni
mucho menos nueva. Ya desde los tiempos de Pitégoras
(s. vi a. C.), la musica atrajo la atencién de los matemati-
cos, naciendo distintas teorias. La musica ha estado desde
siempre presente en culturas antiguas como la caldea, la
egipcia o la babilénica, pero los pitagéricos fueron los que
establecieron una unién profunda entre la misica y las
matematicas.

A modo de aclaracién, dentro de las escuelas presocra-
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ticas se encontraba la escuela pitagérica. El orfismo influyé
decisivamente en el pitagorismo o secta pitagérica, secta
filoséfico—religiosa fundada por Pitdgoras. Los pitagoricos,
con tal de alcanzar la purificacién del alma, término tam-
bién conocido como catharsis, no podian comer carne o
habas, incluso no eran permitidos los vestidos de lana, en-
tre otras muchas prohibiciones.

Existia una divisién en dos clases de miembros, los
matematicos (mathemattkoi, conocedores); es decir, los
iniciados a quienes Pitdgoras comunicaba los conocimien-
tos cientificos a su disposicién y los acusmaticos (akous-
matikos, oidores) que participaban de los conocimientos
y creencias, de los principios morales, ritos y prescripcio-
nes especificas de la hermandad, si bien sin conocer en
profundidad las razones de su credo y su proceder.
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De hecho, los pitagoricos afiadieron nuevas formas de
catharsis referentes al cultivo o estudio de las matematicas
y la musica (utilizaban el término musiké para referirse
a un conjunto de actividades que podia abarcar desde la
gimnasia y la danza, hasta la poesia y el teatro, compren-
diendo también la musica y €l canto). Una y otra enseflan
la armonia y pueden ayudarnos a entender y contemplar
el universo armoénico.

El concepto de armonia es central en la especulacién
de los pitagéricos, pero resulta ser un concepto musical
sélo por analogia o por extensién, ya que su significado
original era, sobre todo, metafisico. Estos creian que toda
naturaleza era armonia que brotaba de ntmeros y utili-
zaron las razones numéricas y las proporciones como una
forma de teorizar sobre la musica, a través del gran cono-
cido experimento del monocordio.

Se le atribuye a Pit4goras el haber establecido (gracias
a este experimento) la correspondencia entre los intervalos
musicales y las razones matematicas de una cuerda, des-
cubriendo que ciertos intervalos podrian ser producidos
estableciéndose razones simples § en la cuerda.

Estos intervalos resultantes de las proporciones sim-
ples ( s 3, 4) que se hacian en la cuerda fueron nombra-
dos consonancias perfectas y consistian estrictamente en
intervalos cuyas razones subyacentes estaban formadas so-
lamente por pequeiios nidmeros 1, 2, 3 v 4 la tetraktys.
Como aclaracién, dentro del juramento pitagérico men-
cionaban la tetraktys de esta forma: «No, por aquel que
ha entregado a nuestras almas la tetraktys, una fuente
que contiene las raices de la naturaleza eternay. Los pi-
tagoricos sélo admitian tres consonancias simples porque
eran las tinicas que se hallaban en proporciones miltiples,
dentro de los limites impuestos por la tetraktys o suma
de los cuatro primeros ntimeros: 1+ 2+ 3 +4 = 10. Estos
intervalos serian la 8.2, 5.2 y 4.2, base del sistema musical
polifénico hasta la aparicién de las terceras.

Consonancia \ Intervalo \ Ratio \ Proporcién ‘

Diapason Octava 2:1 Dupla
Diapente Quinta 3:2 | Sesquidltera
Diatessaron Cuarta 4:3 | Sesquitercia

Escala diaténica y afinaciéon pitagoérica

Se dice que Pitagoras se quedaba siempre ensimismado
escuchando el estruendo de los martillos al pasar por la he-
rreria. Impresionado por la diferencia de sonidos que estos
presentaban, y dada su creencia de que a todo se le podia
asociar un ndmero, no es de extrafiar que se aventurase a
tratar de medir el sonido.

Para dar una explicacién al fenémeno de los diferentes
sonidos pensé en posibles explicaciones: el material con el
que estaban hechos los martillos, el grosor de estos, el aire
en el ambiente y hasta pensé en la fuerza con la que estos
eran golpeados.

Notéd que la diferencia de estos era por el peso de estos
instrumentos de trabajo, entonces trasladé esta idea colo-
cando la cuia a diferentes distancias de la cuerda de su

(©) http://boletinmatematico.ual.es - Creado con paperTEX

monocordio tal y como hoy en dia pisamos las cuerdas de
una guitarra para crear sonidos diferentes.

Al igual que con los martillos, se dio cuenta que colo-
cando la cuiia justo a la mitad de la cuerda el sonido que
esta emitia se parecia mucho al que daba con la cuerda en
toda su longitud, solo que un poco mas aguda. De forma
similar, cuando Pitégoras divide la cuerda en cuatro de
forma imaginaria y colocaba la cuia de forma que de un
lado hubiera % de la cuerda y del otro lado de la cufia % de
la cuerda, al tocar la parte mas corta se daba cuenta que
el sonido seguia siendo parecido al tocar la cuerda al aire
pero ahora mucho mas aguda. Esto es lo que tiempo des-
pués conoceriamos como tocar la misma nota musical,
pero una octava mas arriba o bien mas abajo.

‘f/bb’q’k"’/q‘v"‘;;: ” ’;

Momnocordio

Pitagoras se percaté de la consonancia entre la nota
producida por todo el monocordio y la que producia su
quinta (% de la cuerda), asi que se dispuso a buscar la
quinta de la nota que acababa de obtener, es decir, la
quinta de la quinta. Matematicamente, esto suponia hacer
vibrar £ de 2 de cuerda: (%)2

Naturalmente, estas dos notas sonaban «con armoniay,
pero la dltima nota era muy aguda en comparacién con el
sonido del que partiamos inicialmente. Esto se debe a la
frecuencia de dicha nota, la propiedad fisica asociada a la
vibracién de un cuerpo, haciendo que este suene mas agu-
do o maés grave. En el caso de la cuerda, al hacer vibrar su
mitad ( 12) la frecuencia pasa a ser el doble de la original
(su octava), y al dividir la cuerda en % de la misma, su
frecuencia se multiplica %

Entonces, Pitagoras re-
pitid este proceso de calcu-
lar la quinta de cada nota
que obtenia, hallando asi
una sucesion de quintas
que contintia hasta llegar
a la duodécima quinta, la
cual produce un sonido ex-
tremadamente similar al de la nota por la que comienza
esta sucesion, méas concretamente al sonido de la séptima
octava de la nota inicial.

Algo parecia indicar que se habia encontrado un ciclo,
de forma que, dada una nota, calcular 12 quintas hacia
arriba o 7 octavas a partir de ella llevaria de nuevo a la
misma nota, dando lugar, por el camino, a otras 11 notas
musicales distintas. Sin embargo, las matematicas no iban
a estar del todo de acuerdo en esto.

Sucesion de quintas
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Semitonos y escala temperada

Lamentablemente, estos dos caminos de construir 7 oc-
tavas y 12 quintas perfectas no pueden llevar al mismo
sitio, pues asi lo dictaminan las matematicas.

Dada una nota con una frecuencia f, calculamos su
quinta, cuya frecuencia sera %f; calculando la quinta a
partir de esta ltima nota, obtenemos otra con frecuen-
cia de (%)2 f. Este proceso se reitera, tal y como hemos

descrito, hasta lograr una frecuencia de (%)12 f.

Por otro lado, partiendo de la misma nota inicial, po-
demos calcular su octava alta, cuya frecuencia serd el do-
ble, 2f, y asi hasta 27f. De hecho, cualquiera que sea la
frecuencia de partida no tiene gran importancia, pues ma-
tematicamente es una progresién de la misma razén para
todas notas musicales con las que se pueda comenzar.

3\"*
b £ 27
<2> £ 27

Aunque los sonidos producidos son casi gemelos, hemos
de tener en cuenta que 2 y 3 son ndmeros coprimos, de
forma que el cociente %Z no puede dar lugar a un ntmero
entero para ningiin p,q € N. No obstante, cabe pensar
que el valor numérico de ambos lados es, como minimo,
muy préximo. La distancia entre estos es:

12
<;> — 27| =1,746337890625000. ..

Puede parecer una distancia significativa, pero si en
lugar de restarlos tomamos la razén entre ambos obtene-
mos un error relativo diminuto. Este error en la frecuencia
de las notas es practicamente inapreciable para el oido en
ausencia de otra referencia con la que comparar, por lo
que estas dos notas se pueden considerar la misma.

(%)12 _ 27

| = 0,013643264770508.. ..
El caso es que estas dos formas distintas de crear notas
dan lugar a escalas distintas. Por un lado teniamos la es-
cala pitagérica, aquella en la que todas las 12 notas surgen
a partir de hallar quintas sucesivamente y trasponer todas
estas a un mismo intervalo de octava. El problema es que
si bien existia un minimo error entre la duodécima quinta
y la séptima octava, este mismo error persiste en el resto
de notas halladas a través de la afinacién pitagoérica; aun-
que, afortunadamente, no es nada que no se pueda arreglar
con un pequeiio ajuste.

A partir del siglo XVvI se populariza el uso de una escala
musical en la cual la distancia entre la frecuencia de cada
nota era exactamente la misma, es decir, una escala con
igual temperamento (Esta palabra no pasara desaperci-
bida para los lectores con formacién musical, por obras co-
mo FEl clave bien temperado de Johann Sebastian Bach).
La idea al construir esta escala era que el salto de frecuen-
cia ente las 12 notas fuese el mismo; matematicamente, si
para pasar de una nota a su octava habia que dar 12 pasos
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y con estos 12 pasos se duplicaria la frecuencia, se trata
de resolver la ecuacién:

X'f=2f=>x= V2

Por lo que en la escala igualmente temperada la dis-
tancia de cada nota a la siguiente es 'V/2f, siendo f la
frecuencia original.

Cabe destacar que este tipo de afinacién fue promovida
en gran parte por el auge de instrumentos como el clave o
tiempo mas tarde por el piano, para los cuales resultaba
muy util tener una referencia de céalculo sencilla a la hora
de afinarlos.

En la figura se anticipa una de las consecuencias més
importantes de este tipo de afinacién, y es que las 7 pri-
meras notas obtenidas a partir del Fa, marcadas en rojo
claro, conforman la «Escala Mayor», aquella dada por las
teclas blancas de un piano.

F
Mi ? Fat/Sob

Refl/Mib

Re olg/Lab

Dof/Reb La

Do Lag/Sib

Si

Escala pitagorica y desajuste

La secuencia de la sucesién de quintas seria: Fa — Do
— Sol — Re — La — Mi — Si. Las cinco notas obtenidas a
partir del Si tienen un sonido intermedio de las anteriores:
Faff — Dof — Solff — Mib — Sib; siendo £ (sostenido) algo
mas agudo y b (bemol) algo méas grave.

Si tomamos como referencia la escala mayor e interca-
lamos las 5 notas obtenidas tras estas, obtenemos lo que
se conoce como escala cromatica. En el dibujo estan or-
denadas por frecuencia ascendentemente, el mismo orden
en el que estan establecidas las teclas del piano; todo por
«culpa» de Pitagoras.

Todo esto nos da una visién y justificaciéon de coémo las
matematicas y musica guardan una gran conexién entre
si. A modo de curiosidad, Albert Einstein consideraba im-
prescindible su violin, apodado Lina, para el cultivo de su
creatividad y naci6é también un 14 de marzo, que coincide
con el dia de las Matematica. Desde Territorio Estudiante
deseamos que hayais pasado un dia magnifico. Concluimos
la seccidén con una cita de Jean Philippe Rameau que dice
asf:

«La miusica es una ciencia que debe tener
unas reglas establecidas, estas reglas deben
deriwvarse de un principio evidente, y este
principio no puede revelarse sin la ayuda
de las matemadticasy.
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o> ACTIVIDAD MATEMATICA

e Actividades organizadas: Yolanda del Aguila
del Aguila (yaguila@ual.es) y Helena Martinez
Puertas (hmartinez@ual.es).

e Fntrevistas e tnvestigacion: Juan José Moreno
Balcazar (balcazar@ual.es) y Fernando Reche
Lorite (frecheQual.es).

e Foro abierto y preguntas frecuentes: Cristina
Rodriguez Perales (crp170@ual.es).

¢ ENSENANZA PRIMARIA E INFANTIL

e Ezxperiencias docentes: Nuria de los Angeles
Climent Rodriguez (climent@ddcc.uhu.es)
e Isabel Maria Romero Albadalejo
(imromero@ual.es).

¢ ENSENANZA SECUNDARIA

e Fzrperiencias docentes: José Manuel Bonillo
Viciana (josebonillomat@gmail.com),
David Crespo Casteleiro
(davidcasteleiro@hotmail.com), Pilar Gamez

e Las matemadticas aplicadas en otros campos:
Manuel Gamez Camara (mgamezQual.es), Antonio
Garcia Jerez (agarcia-jerezOual.es) y Ana
Devaki Maldonado Gonzalez (amg457Qual.es).

e Mujeres y matemdticas: Isabel Maria Ortiz
Rodriguez (iortiz@ual.es) y Maribel Ramirez
Alvarez (mramirez@ual.es).

e Cultura y matemdticas: José Luis Rodriguez
Blancas (jlrodri@ual.es) y José Ramén Sanchez
Garcia (jramon_sg@hotmail . com).

e Lecturas recomendadas sobre divulgacion
matemdtica: Antonio Morales Campoy
(amorales@ual.es) y Fernando Reche Lorite
(freche@ual.es).

e Pdginas web de interés: José Carmona Tapia
(jcarmona@ual.es) y José Escoriza Lopez
(jescoriz@ual.es).

e Citas matemdticas: Fernando Reche Lorite
(freche@ual.es).

Géamez (mpgamez750gmail . com) y Maria del Mar

Llobregat Requena (mmar.llobregat@sek.es). * Pasatiempos y curiosidades: Juan Ramén

Garcia Rozas (jrgrozas@ual.es) y José Antonio
e Ensenanza bilingle: Daniel Prados Torrecillas Rodriguez Lallena (jarodrig@ual.es).

(plurilinguismo.dpal.ced@juntadeandalucia.es).
e Acertijos: Juan Carlos Navarro Pascual

e Concurso de problemas: Juan Carlos Navarro (jcnaveual . es)

Pascual (jcnav@ual.es) y Miguel Angel Sanchez
Granero (misanche@ual.es). *¢ TERRITORIO ESTUDIANTE: Ivan José Acién Martin
(ivanacien.tecno18@gmail.com), Juan Francisco

¢ DIVULGACION MATEMATICA . . ) )
Cuevas Rodriguez (juanfcoO4cr@gmail.com), Rocio

e La historia y sus personajes: Enrique de Amo Guillén Manzano (rocioguillenmanzano@gmail . com),
Artero (edeamo@ual.es) y Blas Torrecillas Jover Juan Rafael Sanchez Gélvez (jrsangal@gmail.com) y
(btorreci@ual.es). Carmen Torres Gutiérrez (arusuke73.kun@gmail.com).

Aviso legal

Las opiniones expresadas en esta revista son las de los autores, y no representan necesariamente las del equipo
editorial del Boletin de la Titulacion de Matemdticas de la UAL.

Los derechos de copyright de los articulos publicados pertenecen al Boletin de la Titulacion de Matemdticas de
la UAL. Cualquier persona fisica o juridica que desee utilizar una parte o la totalidad de algiin articulo, podra hacerlo
citando la fuente de referencia y su autor o autores.

16 bvhumanidades. usac.edu.gt /items/show/1899.
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